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INTRODUCTION. 


Q  UELQUES  personnes,  qui  ont  bien  voulu 
guider  ines  premiers  pas  dans  la  carrière 
des  sciences ,  et  parmi  lesquelles  je  cite- 
rai avec  reconnaissance  MM.  Laplace  et 
Poisson^  ayant  témoigné  le  désir  de  me 
voir  publier  le  Cours  d'anaîyse  de  l'Ecole 
royale  polytechnique ,  je  me  suis  décide 
à  mettre  ce  Cours  par  écrit  pour  la  plus 
grande  utilité  des  élèves.  J'en  offre  ici  la  pre- 
mière partie  connue  sous  îe  nom  d'A  nahjse 
algébrique ,  et  dans  laquelle  je  traite  suc- 
cessivement des  diverses  espèces  de  fonc- 
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lions  réelles  ou  imaginaires ,  des  séries 
convergentes  ou  divergentes,  de  la  résolu- 
tion des  équations,  et  de  là  décomposition 
des  fractions  .rationnelles.  En  parlant  de 
îa  continuité  des  fonctions ,  je  n'ai  pu  me 
dispenser  de  faire  connaître  les  propriétés 
principales  des  quantités  infiniment  pe- 
tites ,  propriétés  qui  servent  de  base  au 
caïcuï  infinitésimal.  Enfin,  dans  les  préli- 
minaires et  dans  quelques  notes  placées  à 
la  fin  du  volume ,  j'ai  présenté  des  déve- 
loppemens  qui  peuvent  être  utiles  soit  aux 
Professeurs  et  aux  Elèves  des  Collèges 
royaux ,  soit  à  ceux  qui  veulent  faire  une 
étude  spéciale  de  l'analyse. 

Quant  aux  méthodes ,  j'ai  cherché  à  leur 
donner  toute  la  rigueur  qu'on  exige  en 
géométrie ,  de  manière  à  ne  jamais  recou- 
rir aux  raisons  tirées  de  la  généralité  de 
Faïgèhre.  Les  raisons  de  cette  espèce ,  quoi- 
que assez  communément  adn^ises,  sur-tout 
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Sans  fe  passage  des  séries  convergentes 
aux  séries  divergentes  ,  et  des  quantités 
rêelïes  aux  expressions  imaginaires,  ne  peu- 
vent être  considérées ,  ce  me  semble ,  que 
comme  des  inductions  propres  à  faire  pres- 
sentir quelquefois  la  vérité ,  mais  qui  s'ac- 
cordent peu  avec  l'exactitude  si  vantée  des 
sciences  mathématiques.  On  doit  même 
observer  qu'elles  tendent  à  faire  attribuer 
aux  formules  algébriques  une  étendue  in- 
définie, tandis  que,  dans  ïa  réalité,  fa  plu- 
part de  ces  formules  subsistent  uniquement 
sous  certaines  conditions,  et  pour  certaines 
valeurs  des  quantités  qu'elles  renferment. 
En  déterminant  ces*  conditions  et  ces  va- 
leurs, et  en  fixant  d'une  manière  précise  le 
sens  dés  notations  dont  je  me  sers ,  je  fais 
disparaître  toute  incertitude  ;  et  aiors  les 
différentes  formules  ne  présentent  plus  que 
des  relations  entre  les  quantités  réelles,  re- 
lations qu'il  est  toujours  facile  de  vérifier 
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par  îa  substitution  des  nombres  aux  quan* 
tités  elfes  -  mêmes,  H  est  vrai  que ,  pour 
rester  constamment  fidèle  à  ces  principes , 
je  me  suis  vu  forcé  d'admettre  plusieurs 
propositions  qui  paraîtront  peut-être  un 
peu  dures  au  premier  abord*  Par  exemple, 
j'énonce  dans  le  chapitre  VI,  qu^une  séné 
divergente  n'a  pas  de  so7nme;da.ns  le  cha- 
pitre VII,  qu  une  équation  imaginaire  est 
seulement  la  T'eprésentation  symbolique 
de  deux  équations  entre  quantités  réelles; 
dans  ie  chapitre  IX,  que,  si  des  constantes 
ou  des  vaHahles  comprises  dans  unefonC' 
tion  ,  après  avoir  été  supposées  réelles  , 
deviennent  imaginaires  ,    la   notation-  à 
Vuidè  de  laquelle  la  fonction  se  trouvait 
exprimée,  ne  peut  être  conservée  dans  le 
calcul  qu'en  vertu  d'une  convention  nou" 
V  elle  propre  à  fixer  le  sens  de  cette  nota^ 
tion  dans  îa  dernièi^e  hypothèse  ;  &c.  Mais 
ceux  qui  liront  mon  ouvrage  reconnaîtront, 
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je  l'espère,  que  les  propositions  de  cette 
nature ,  entraînant  Theureuse  nécessité 
de  mettre  plus  de  précision  dans  les  théo- 
ries, et  d'apporter  des  restrictions  utiles  à 
des  assertions  trop  étendues ,  tournent  au 
profit  de  l'analyse,  et  fournissent  plusieurs 
sujets  de  recherches  qui  ne  sont  pas  sans 
importance.  Ainsi ,  avant  d'effectuer  la 
sommation  d'aucune  série,  j'ai  dû  examiner 
dans  quels  cas  les  séries  peuvent  être  som- 
mées, ou,  en  d'autres  termes,  quelles  sont 
les  conditions  de  leur  convergence  ;  et 
j'ai,  à  ce  sujet,  établi  des  règles  générales 
qui'  me  paraissent  mériter  quelque  atten- 
tion* 

Au  reste,  si  j'ai  cherché,  d'une  part,  à 
perfectionner  l'analyse  mathématique ,  de 
l'autre,  je  suis  loin  de  prétendre  que  cette 
analyse  doive  suffire  à  toutes  lès  sciences 
de  raisonnement.  Sans  doute  ,  dans  les 
sciences. qu on  nomme  naturelles,  la  seule 
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méthode  qu'on  puisse  employer  avec  succès 
consiste  à  observer  les  faits  et  à  soumettre 
ensuite  ies  observations  au  calcul.  Mais  ce 
serait  une  erreur  grave  de  penser  qu'on  ne 
trouve  ia  certitude  que  dans  ies  démonstra- 
tions géométriques,  ou  dans  îe  témoignage 
des  sens  ;  et  quoique  personne  jusqu'à  ce 
jour  n'ait  essayé  de  prouver  par  l'analyse 
J'existence  d'Auguste  ou  ceiie  de  Louis  XIV, 
tout  homme  sensé  conviendra  que  cette 
existence  est  aussi  certaine  pour  îui  que  ie 
carré  de  i'hypothénuse  ou  le  théorème  de 
Maclaurin.  Je  dirai  plus  ;  îa  démonstration 
de  ce  dernier  théorème  est  à  ia  portée  d'un 
petit  nombre  d'esprits ,  et  les  savans  eux- 
mêmes  ne  sont  pas  tous  d'accord  sui  Fé- 
^ndue  qu'on  doit  lui  attribuer  ;  tandis  que 
toutie  monde  sait  fort  bien  par  qui  ia  France 
«a  été  gouvernée  dans  ie  dix-septième  siècie, 
et  qu'ii  ne  peut  s'éiever  à  ce  sujet  aucune 
contestation  raisonnabie.  Ce  que  je  dis  ici 
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d'un  fait  historique  peut  s'appliquer  égale-^ 
ment  à  une  foule  de  questions,  en  religion , 
en  morale,  en  politique.  Soyons. donc  per- 
suadés qu'il  existe  des  vérités  autres  que  les 
vérités  de  i'aïgèbre^  des  réalités  autres  que 
les  objets  sensibles.  Cuitivoiîs  avec  ardeur 
ies  sciences  mathématiques,  sans  vouloir  ies 
étendre  au-delà  de  leur  domaine  ;  et  n'al- 
lons pas  nous  imaginer  qu'on  puisse  atta- 
quer l'histoire  avec  des  formules,  ni  don- 
ner pour  sanction  à  ia  moraïe  des  théorèmes 
d'aigèbre  ou  de  calcul  intégrai. 

En  terminant  cette  Introduction ,  je  ne 
puis  me  dispenser  de  reconnaître  quç  ies 
lumières  et  ies  conseiis  de  plusieurs  per- 
sonnes m'ont  été  fort  utiies ,  particuiièi'e- 
ment  ceux  de  MM.  Poisson  ^  Ampère  et 
CoHoîis.  Je  dois'à  ce  dernier,  entre  autres 
choses  9  ia  régie  sur  îa  convergence  des 
produits  composés  d'un  nombre  inhni  de 
facteurs,  et  j'ai  profité  plusieurs  fois  des 
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observations  de  M,  Ampère,  ainsi  que  des 
méthodes  qu'il  développe  dans  ses  Leçons 
d'analyse. 
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L'ÉCOLE  ROYALE  POLYTECHNIQUE. 


PRÉLIMINAIRES. 

UEVUE  DES  DIVERSES  ESPÈCES  DE  QUAMITÉS  RÉELLES  QUE  l'ON  PEUT  CONSIDÉRER,  SOIT 
E\  ALGÈBRE,  SOIT  EN  TRIGONOMÉTRIE,  ET  DES  NOTATIONS  A  l'aIDE  DESQUELLES  ON 
LES   REPRÉSENTE.    —    DES   MOYENNES   ENTRE    PLUSIEURS   QUANTITÉS. 


Pour  éviter  toute  espèce  de  confusion  dans  le  langage  et  l'écriture 
algébriques,  nous  allons  fixer  dans  ces  préliminaires  la  valeur  de  plu- 
sieurs termes  et  de  plusieurs  notations  que  nous  emprunterons  soit  à 
l'Algèbre  ordinaire,  soit  à  la  Trigonométrie.  Les  explications  que  nous 
donnerons  à  ce  sujet  sont  nécessaires,  pour  que  nous  ayons  la  certi- 
tude d'être  parfaitement  compris  de  ceux  qui  liront  cet  Ouvrage.  Nous 
allons  indiquer  d'abord  quelle  idée  il  nous  paraît  convenable  d'atta- 
cher à  ces  deux  mots,  nombre  et  quantité. 

Nous  prendrons  toujours  la  dénomination  de  nombres  dans  le  sens 
où  on  l'emploie  en  Arithmétique,  en  faisant  naître  les  nombres  de  la 
mesure  absolue  des  grandeurs,  et  nous  appliquerons  uniquement  la 
dénomination  de  quantités  aux  quantités  réelles  positives  ou  négatives^ 
c'est-à-dire  aux  nombres  précédés  des  signes  +  ou  — .  De  plus,  nous 
regarderons  les  quantités  comme  destinées  à  exprimer  des  accroisse- 
ments ou  des  diminutions;  en  sorte  qu'une  grandeur  donnée  sera 
simplement  représentée  par  un  nombre,  si  l'on  se  contente  de  la 
comparer  à  une  autre  grandeur  de  même  espèce  prise  pour  unité,  et 
par  ce  nombre  précédé  du  signe  -i-  ou  du  signe  —,  si  on  la  considère 
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comme  devant  servir  à  l'accroissement  ou  à  la  diminution  d'une  gran- 
deur fixe  de  la  même  espèce.  Cela  posé,  le  signe  -t-  ou  —  placé  devant 
un  nombre  en  modifiera  la  signification,  à  peu  près  comme  un  adjectif 
modifie  celle  du  substantif.  Nous  appellerons  valeur  numérique  d'une 
quantité  le  nombre  qui  en  fait  la  base,  quantités  égales  celles  qui  ont 
le  même  signe  avec  la  même  valeur  numérique,  et  quantités  opposées 
deux  quantités  égales  quant  à  leurs  valeurs  numériques,  mais  affec- 
tées de  signes  contraires.  Kn  partant  de  ces  principes,  il  est  facile  de 
rendre  compte  des  diverses  opérations  que  l'on  peut  faire  subir  aux 
quantités.  Par  exemple,  deux  quantités  étant  données,  on  pourra  tou- 
jours en  trouver  une  troisième  qui,  prise  pour  accroissement  d'un 
nombre  fixe,  si  elle  est  positive,  et  pour  diminution  dans  le  cas  con- 
traire, conduise  au  même  résultat  que  les  deux  quantités  données, 
employées  l'une  après  l'autre  à  pareil  usage.  Cette  troisième  quan- 
tité, qui  à  elle  seule  produit  le  même  effet  que  les  deux  autres,  est  ce 
qu'on  appelle  X^nv  somme.  Ainsi  les  deux  quantités  —  lo  et  -i-  7  ont 
pour  somme  —  3,  attendu  qu'une  diminution  de  10  unités,  jointe  à 
une  augmentation  de  7  unités,  équivaut  à  une  diminution  de  3  unités. 
yl/'oM/er  deux  quantités,  c'est  former  leur  somme.  La  différence  entre 
une  première  quantité  et  une  seconde,  c'est  une  troisième  quantité 
qui,  ajoutée  à  la  seconde,  reproduit  la  première.  Enfin,  on  dit  qu'une 
quantité  est  plus  grande  ou  plus  petite  qu'une  autre,  suivant  que  la  dif- 
férence de  la  première  à  la  seconde  est  positive  ou  négative.  D'après 
cette  définition,  les  quantités  positives  surpassent  toujours  les  quan- 
tités négatives,  et  celles-ci  doivent  être  considérées  comme  d'autant 
plus  petites  que  leurs  valeurs  numériques  sont  plus  grandes. 

En  Algèbre,  on  représente,  non  seulement  les  nombres,  mais  aussi 
les  quantités,  par  des  lettres.  Comme  on  est  convenu  de  ranger  les 
nombres  absolus  dans  la  classe  des  quantités  positives,  on  peut  dési- 
gner la  quantité  positive  qui  a  pour  valeur  numérique  le  nombre  A, 
soit  par  -1- A,  soit  par  A  seulement,  tandis  que  la  quantité  négative 
opposée  se  trouve  représentée  par  —  A.  De  même,  dans  le  cas  où  la 
lettre  a  représente  une  quantité,  on  est  convenu  de  regarder  comme 
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synonymes  les  deux  expressions  «  et  +  «,  et  de  représenter  par  —  a 
la  quantité  opposée  à  +  a.  Ces  remarques  suffisent  pour  établir  ce 
qu'on  appelle  la  règle  des  signes  {voir  la  Note  I). 

On  nomme  quantité  variable  celle  que  l'on  considère  comme  devant 
recevoir  successivement  plusieurs  valeurs  différentes  les  unes  des 
autres.  On  désigne  une  semblable  quantité  par  une  lettre  prise  ordi- 
nairement parmi  les  dernières  de  l'alphabet.  On  appelle  au  contraire 
quantité  constante,  et  l'on  désigne  ordinairement  par  une  des  pre- 
mières lettres  de  l'alphabet  toute  quantité  qui  reçoit  une  valeur  fixe 
et  déterminée.  Lorsque  les  valeurs  successivement  attribuées  à  une 
même  variable  s'approchent  indéfiniment  d'une  valeur  fixe,  de  ma- 
nière à  finir  par  en  différer  aussi  peu  que  l'on  voudra,  cette  der- 
nière est  appelée  la  limite  de  toutes  les  autres.  Ainsi,  par  exemple, 
un  nombre  irrationnel  est  la  limite  des  diverses  fractions  qui  en  four- 
nissent des  valeurs  de  plus  en  plus  approchées.  En  Géométrie,  la  sur- 
face du  cercle  est  la  limite  vers  laquelle  convergent  les  surfaces  des 
polygones  inscrits,  tandis  que  le  nombre  de  leurs  côtés  croît  de  plus 
en  plus,  etc. 

Lorsque  les  valeurs  numériques  successives  d'une  même  variable 
décroissent  indéfiniment,  de  manière  à  s'abaisser  au-dessous  de  tout 
nombre  donné,  cette  variable  devient  ce  qu'on  nomme  un  infiniment 
petit  ou  une  quantité  infiniment  petite.  Une  variable  de  cette  espèce  a 
zéro  pour  limite. 

Lorsque  les  valeurs  numériques  successives  d'une  même  variable 
croissent  de  plus  en  plus,  de  manière  à  s'élever  au-dessus  de  tout 
nombre  donné,  on  dit  que  cette  variable  a  pour  limite  X infini  positif, 
indiqué  par  le  signe  oo,  s'il  s'agit  d'une  variable  positive,  et  Vinfini 
négatif,  indiqué  par  la  notation  —  oo,  s'il  s'agit  d'une  variable  néga- 
tive. Les  infinis  positif  et  négatif  sont  désignés  conjointement  sous  le 
nom  de  quantités  infinies. 

Les  quantités  qui  se  présentent,  dans  le  calcul,  comme  résultats 
d'opérations  faites  sur  une  ou  plusieurs  autres  quantités  constantes 
ou  variables,  peuvent  être  divisées  en  plusieurs  espèces  suivant  la 
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nature  des  opérations  qui  les  produisent.  C'est  ainsi  que  l'on  dis- 
tingue, en  Algèbre,  les  sommes  et  différences,  les  produits  et  quo- 
tients, les  puissances  et  racines,  les  exponentielles  et  les  logarithmes; 
en  Trigonométrie,  les  sinus  et  cosinus,  sécantes  et  cosécantes,  tan- 
gentes et  cotangentcs,  et  les  arcs  de  cercle  dont  une  ligne  trigono- 
métrique  est  donnée.  Pour  bien  comprendre  ce  qui  est  relatif  à  ces 
dernières  espèces  de  quantités,  il  est  nécessaire  de  se  rappeler  les 
principes  suivants. 

Une  longueur,  comptée  sur  une  ligne  droite  ou  courbe,  peut  être, 
comme  toute  espèce  de  grandeurs,  représentée  soit  par  un  nombre, 
soit  par  une  quantité,  savoir  :  par  un  nombre,  lorsqu'on  a  simple- 
ment égard  à  la  mesure  de  cette  longueur,  et  par  une  quantité,  c'est- 
à-dire  par  un  nombre  précédé  du  signe  -f-  ou  — ,  lorsque  l'on  consi- 
dère la  longueur  dont  il  s'agit  comme  portée,  à  partir  d'un  point  fixe, 
sur  la  ligne  donnée  dans  un  sens  ou  dans  un  autre,  pour  servir  soit  à 
l'augmentation,  soit  à  la  diminution  d'une  autre  longueur  constante 
aboutissant  à  ce  point  fixe.  Le  point  fixe  dont  il  est  ici  question,  et  à 
partir  duquel  on  doit  porter  les  longueurs  variables  désignées  par  des 
quantités,  est  ce  qu'on  appelle  V origine  de  ces  mêmes  longueurs. 
Deux  longueurs  comptées  à  partir  d'une  origine  commune,  mais  en 
sens  contraires,  doivent  être  représentées  par  des  quantités  de  signes 
différents.  On  peut  choisir  à  volonté  le  sens  dans  lequel  on  doit 
compter  les  longueurs  désignées  par  des  quantités  positives;  mais, 
ce  choix  une  fois  fait,  il  faudra  nécessairement  compter  dans  le  sens 
apposé  les  longueurs  qui  seront  désignées  par  des  quantités  néga- 
tives. 

Dans  un  cercle  dont  le  plan  est  supposé  vertical,  on  prend  ordinai- 
rement pour  origine  des  arcs  l'extrémité  du  rayon  tiré  horizontale- 
ment de  gauche  à  droite,  et  c'est  en  s'élevant  au-dessus  de  ce  point 
.que  l'on  compte  les  arcs  positifs,  c'est-à-dire  ceux  que  l'on  désigne 
par  des  quantités  positives.  Dans  le  même  cercle,  lorsque  le  rayon  se 
réduit  à  l'unité,  le  sinus  d'un  arc,  c'est-à-dire  la  projection  sur  le  dia- 
mètre vertical  du  rayon  qui  passe  par  l'extrémité  de  cet  arc,  se  compte 
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positivement  de  bas  en  haut  et  négativement  en  sens  contraire,  à  partir 
du  centre  du  cercle  pris  pour  origine  des  sinus.  La  tangente  se  compte 
positivement  dans  le  même  sens  que  le  sinus,  mais  à  partir  de  l'ori- 
gine des  arcs  et  sur  la  verticale  menée  par  cette  origine.  Enfin,  la 
sécante  se  compte  à  partir  du  centre  sur  le  rayon  mené  à  l'extrémité 
de  l'arc  que  l'on  considère,  et  positivement  dans  le  sens  de  ce  rayon. 
Souvent  le  résultat  d'une  opération  effectuée  sur  une  quantité  peut 
avoir  plusieurs  valeurs  différentes  les  unes  des  autres.  Lorsque  nous 
voudrons  désigner  indistinctement  une  quelconque  de  ces  valeurs, 
nous  nous  servirons  de  notations  dans  lesquelles  la  quantité  sera 
entourée  de  doubles  traits  ou  de  doubles  parenthèses,  et  nous  réser- 
verons la  notation  ordinaire  pour  la  valeur  la  plus  simple  ou  celle  qui 
paraîtra  mériter  davantage  d'être  remarquée.  Ainsi,  par  exemple,  a 
étant  une  quantité  positive,  la  racine  carrée  de  cette  quantité  aura 
deux  valeurs  numériquement  égales,  mais  de  signes  contraires,  dont 
l'une  quelconque  sera  exprimée  par  la  notation 

{{a)Y     ou       sjl'a, 
tandis  que  la  valeur  positive  seule  sera  représentée  par 

a*     ou     \/a; 
en  sorte  qu'on  aura 

(i)  s£à  =  ±^â 

ou,  ce  qui  revient  au  même. 


(2)  .  {{a)r  =  ±aK 

De  même  encore,  si  l'on  représente  par  a  une  quantité  positive  ou 
négative,  la  notation 

arcsin((a))     ou     arclang((a)) 

désignera  un  quelconque  des  arcs  qui  ont  la  quantité  a  pour  sinus  ou 
pour  tangente,  tandis  que  la  notation 

arcsin(a)     ou     arclang(a) 
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indiquera  seulement  celui  de  ces  arcs  qui  a  la  plus  petite  valeur 
numérique.  A  l'aide  de  ces  conventions,  on  évite  la  confusion  que 
pourrait  entraîner  l'emploi  de  signes  dont  la  valeur  n'aurait  pas  été 
déterminée  d'une  manière  assez  précise.  Afin  de  lever  à  cet  égard 
toute  dilficulté,  je  vais  présenter  ici  le  Tableau  des  notations  dont 
nous  ferons  usage  pour  exprimer  les  résultats  des  opérations  algé- 
briques ou  trigonométriques. 

La  somme  de  deux  quantités  sera  indiquée  à  l'ordinaire  par  la 
juxtaposition  de  ces  deux  quantités,  chacune  d'elles  étant  exprimée 
par  une  lettre  précédée  du  signe  4-  ou  —,  que  l'on  pourra  supprimer 
(si  c'est  le  signe  +)  devant  la  première  lettre  seulement.  Ainsi 

-{-  a-\-  b     ou  simplement    a  +  b 

désignera  la  somme  des  deux  quantités  +  a,  -h  è,  et 

-+- a  —  b    ou  simplement     a  —  h 

désignera  la  somme  des  deux  quantités  +  «,  —  h,  équivalente  à  la 
différence  des  deux  quantités  +  «,  +  h. 

On  indiquera  l'égalité  des  deux  quantités  a  ai  b  par  le  signe  = 
interposé  entre  elles,  comme  il  suit, 

a  =  6, 

et  l'on  exprimera  que  la  première  surpasse  la  seconde,  c'est-à-dire 
que  la  différence  a  —  6  est  positive,  en  écrivant 

a^  b     on     b  <_a. 
Nous  représenterons  encore  à  l'ordinaire  par 

4- «  X  4- ft,     ou  simplement    a.b    ou     ab 
le  produit  des  deux  quantités  +  «,  -^-  b,  et  par 

I  j     ou     a.b 

leur  quotient. 
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Soient  maintenant  m  et  n  deux  nombres  entiers,  A  un  nombre  quel- 
conque, et  «,  h  deux  quantités  quelconques  positives  ou  négatives. 

1       __       -t-  "' 

A  "S     A''=:v^\,     A"«,     A'' 

représenteront  les  quantités  positives  qu'on  obtient  en  élevant  le 
nombre  A  à  des  puissances  respectivement  marquées  par  les  expo- 
sants 


m,      -,      ±  —-,      0, 
n  II 


Ot 


la  quantité  positive  ou  négative  que  produit  l'élévation  de  la  quan- 
tité a  à  la  puissance  ±m.  Quant  aux  notations 

1  -1-  "* 

nous  nous  en  servirons  pour  exprimer,  non  seulement  les  valeurs  posi- 
tives ou  négatives,  lorsqu'il  en  existe,  des  puissances  de  la  quantité  a 
marquées  par  les  exposants 

-,     ±  —, 

n  n 

mais  encore  les  valeurs  imaginaires  de  ces  mêmes  puissances  (voir 
ci-après,  Chap.  VU,  ce  qu'on  entend  par  expressions  imaginaires).  Il 
est  bon  d'observer  que,  si  l'on  désigne  par  A  la  valeur  numérique 

de  a,  et  si  l'on  suppose  la  fraction  —  réduite  à  sa  plus  simple  expres- 
sion, la  puissance 

m 

aura  une  seule  valeur  réelle  positive  ou  négative,  savoir 

m  m 

+  A"     on     —A", 

lorsque  —  sera  une  fraction  de  dénominateur  impair;  tandis  (jii'elle 
admettra  les  deux  valeurs  réelles  dont  on  vient  de  parler,  ou  qu'elle 


24  COURS  D'ANALYSE. 


n'en  admettra  aucune,  si  —  est  une  fraction  de  dénominateur  pair. 
On  peut  faire  une  semblable  remarque  à  l'égard  de  l'expression 

m 

Dans  le  cas  particulier  où,  la  quantité  a  étant  positive,  on  suppose 

m 

—  =  -»    l'expression   ((a))"   n'a  que  deux  valeurs  réelles  l'une  et 

l'autre,  et  données  par  la  formule  (2)  ou,  ce  qui  revient  au  même, 
par  la  formule  (i). 

Les  notations 

/(B),     L(B),     L'(B),     ... 

indiqueront  les  logarithmes  réels  du  nombre  B  dans  différents  sys- 
tèmes, tandis  que  chacune  des  suivantes 

l{{b),    L{{b)),     L'iib)),     ... 

pourra  servir  à  désigner,  outre  le  logarithme  réel  de  la  quantité  b, 
lorsqu'il  existe,  un  quelconque  des  logarithmes  imaginaires  de  cette 
même  quantité  (voir  ci-après,  Ghap.  IX,  ce  qu'on  entend  par  loga- 
rithmes imaginaires). 
En  Trigonométrie 

sina,     cosa,     langa,     cota,     séca,     coséca,     siva,     cosiva 

exprimeront  respectivement  le  sinus,  le  cosinus,  la  tangente,  la  cotan- 
gente,  la  sécante,  la  cosecante,  \c  sinus  verse  ou  le  cosinus  verse  de  l'arc  a, 
et  les  notations 

arcsin((a)),     arccos((a)),     arc  lang((a)), 
arccot((a)),     arcséc((a)),     arc  coséc((a)) 

indiqueront  un  quelconque  des  arcs  qui  ont  la  quantité  a  pour  sinus, 
ou  cosinus,  ou  tangente,  ou  cotangente,  ou  sécante,  ou  cosecante. 
Nous  nous  servirons  des  notations  simples 

arcsln(a),     arccos(a),     arctang(a),     arccol(a),     arcséc(a),     arc  coséc(a)» 
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ou  même,  en  supprimant  tout  à  fait. les  parenthèses,  des  notations 
suivantes 

.     arcsina,     arccosa,     arctanga,     arc  cota,     arcséca,     arccoséca, 

lorsque,  parmi  les  arcs  dont  une  ligne  trigonométrique  est  égale  ka, 
nous  voudrons  désigner  celui  qui  a  la  plus  petite  valeur  numérique, 
ou,  si  ces  arcs  sont  deux  à  deux  égaux  et  de  signes  contraires,  celui 
qui  a  la  plus  petite  valeur  positive.  En  conséquence, 

arcsina,     arctanga,     arc  cota,     arccoséca 

indiqueront  des  arcs  positifs  ou  négatifs,  mais  compris  entre  les 
limites 

T.  7T 

,       4-  -, 

2  2 

71  désignant  la  demi-circonférence  dans  le  cercle  qui  a  pour  rayon 

l'unité,  tandis  que 

arccosa,     arcséca 

indiqueront  des  arcs  positifs  compris  entre  les  limites  o  et  ir. 

En  vertu  des  conventions  que  l'on  vient  d'établir,  si  l'on  désigne 
par  k  un  nombre  entier  arbitraire,  on  aura  évidemment,  pour  des 
valeurs  quelconques  positives  ou  négatives  de  la  quantité  a, 

arcsin((a))  =:  -  ±:  ( arcsina  j  ±  2kv:, 


(3) 


arccos((a))  =:±:  arc  cosa  ±:  ^kn, 
arctang((a))  =  arctanga  ±  kn, 

arc  cos a  4-  arc  sin a=  -, 

2 


71 

arc  coseca  +  arc  seca  =  -• 

2 


On  trouvera  de  plus,  pour  des. valeurs  positives  de  «, 


(4)  arc  cota  4- arctanga  = -> 

2 
OFMfres  de  C  — S.  Il,  t.  UI. 
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et,  pour  des  valeurs  négatives  de  a, 

(5)  arc  cota  +  arc  tanga  = 

Lorsqu'une  quantité  variable  converge  vers  une  limite  fixe,  il  est 
souvent  utile  d'indiquer  cette  limite  par  une  notation  particulière; 
c'est  ce  que  nous  ferons,  en  plaçant  l'abréviation 

lim 

devant  la  quantité  variable  dont  il  s'agit.  Quelquefois,  tandis  qu'une 
ou  plusieurs  variables  convergent  vers  des  limites  fixes,  une  expres- 
sion qui  renferme  ces  variables  converge  à  la  fois  vers  plusieurs  limites 
différentes  les  unes  des  autres.  Nous  indiquerons  alors  une  quelconque 
de  ces  dernières  limites  à  l'aide  de  doubles  parenthèses  placées  à  la 
suite  de  l'abréviation  lim,  de  manière  à  entourer  l'expression  que  l'on 
considère.  Supposons,  pour  fixer  les  idées,  qu'une  variable  positive 
ou  négative  représentée  par  ^converge  vers  la  limite  o,  et  désignons 
par  A  un  nombre  constant  :  il  sera  facile  de  s'assurer  que  chacune  des 

expressions 

limA^,     limsin^ 

a  une  valeur  unique  déterminée  par  l'équation 


ou 


limA^=:  I 
limsin^  =  o, 


tandis  que  l'expression 


limi 

admet  deux  valeurs,  savoir,  -h  co,  —  so,  et 

lim 


""^)) 


une  infinité  de  valeurs  comprises  entre  les  limites  —  i  et  -t-  i. 

Nous  allons  terminer  ces  préliminaires  en  présentant,  sur  les  quan- 
tités moyennes,  plusieurs  théorèmes  dont  la  connaissance  nous  sera 
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fort  utile  dans  la  suite  de  cet  Ouvrage.  On  appelle  moyenne  entre  plu- 
sieurs quantités  données  une  nouvelle  quantité  comprise  entre  la  plus 
petite  et  la  plus  grande  de  celles  que  l'on  considère.  D'après  cette 
définition,  il  est  clair  qu'il  existe  une  infinité  de  moyennes  entre  plu- 
sieurs quantités  inégales,  et  que  la  moyenne  entre  plusieurs  quantités 
égales  se  confond  avec  chacune  d'elles.  Celaposé,  on  établira  facilement, 
ainsi  qu'on  peut  le  voir  dans  la  Note  II,  les  propositions  suivantes  : 

Théorème  I.  —  Soient  hy  b' ,b",  . ..  plusieurs  quantités  de  même  signe 
en  nombre  n,  et  a,  a\  a!\  . . .  des  quantités  quelconques  en  nombre  égal 
à  celui  des  premières ,  La  fraction 


b-^b'+b"-^... 
sera  moyenne  entre  les  suivantes 

a       a'       a" 

V    y'    V' 
Corollaire.  —  Si  l'on  suppose 

b  —  b'=b":=...=  l, 

on  conclura  du  théorème  précédent  que  la  quantité 

«  +  a'  +  a"  + . . . 
n 

est  moyenne  entre  les  suivantes 

a,     a',     a",      .... 

Cette  espèce  particulière  de  moyenne  est  ce  qu'on  nomme  une  moyenne 
arithmétique. 

Théorème  II.  —  Soient  A,  A',  A",  . . .  ;  B,  B',  B",  . . .  deux  suites  de 
nombres  pris  à  volonté,  et  formons  avec  ces  deux  suites,  que  nous  suppo- 
sons renfermer  chacune  un  nombre  n  de  termes,  les  racines 

'v^,    Vâ',    7â^,    ...; 
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B+B'-f-B"...;  — 

yAAA"...   sera  une  nouvelle  racine  moyenne   entre  toutes  les 
autres. 

Corollaire.  —   Si  l'on  prend 

on  trouvera  que  la  quantité  positive 

v/aa'A"... 
est  moyenne  entre  les  suivantes 

A,     A',     A",     .... 

Cette  moyenne,  d'une  espèce  particulière,  est  celle  que  l'on  nomme 
moyenne  géométrique. 

Théorème  III.  —  Les  mêmes  choses  étant  posées  que  dans  le  théorème  I, 
SI  CL,  cl',  a",  ...  désignent  encore  des  quantités  de  même  signe,  la 
fraction 


1^1    1     ^tr  „ti 


aa  -^  a.' a  -\-  oc  a" -\- .  .  . 

sera  moyenne  entre  les  suivantes 

a       a!       a" 

V     b''     V      "" 

Corollaire.  —   Si  l'on  suppose 

b  =  b'=b"  =  ...  —  i, 

on  conclura  du  théorème  précédent  que  la  somme 

«  a  4-  a'  a'  4-  a"  a"  +  . .  , 

est  équivalente  au  produit  de 

a  -{-  a'+  a"-+-.  . . 


par  une  moyenne  entre  les  quantités  a,  a',  a", 

Pour  abréger,  lorsque  nous  voudrons  désigner  une  moyenne  entre 
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plusieurs  quantités  «,  a,  a",  . ..,  nous  nous  servirons  de  la  notation 

M(a,  a',  a",  .  .  .)• 

Gela  posé,  les  théorèmes  qui  précèdent  et  leurs  corollaires  se  trou- 
veront compris  dans  les  formules 


(7)  ^±^:±_^:jt^  =M(a,a',a",  ...), 

(9)  '(/A A' A"...  zr:M(A,A',A",  ...), 

(il)         aa  +  a'a'+a"a"-i-  .  ..  =  (a  4-a'+a"+.  .  .)M(a,  a',  «",  .  ..)• 

Dans  ces  formules, 

a,     a',     «",      ...  ;     6,     6',     Z>",      ...  ;     a,     a',     a",      . .  . 

représenteront  trois  suites  de  quantités,  et 

A,     A',    A",     ...;     B,     B',    B",     ... 

deux  suites  de  nombres  formées  chacune  de  n  termes  différents.  La 
troisième  suite  est,  ainsi  que  la  seconde,  uniquement  composée  de 
quantités  de  même  signe. 

La  notation  que  nous  venons  d'adopter  fournit  le  moyen  d'exprimer 
qu'une  quantité  est  comprise  entre  deux  limites  données.  En  effet, 
toute  quantité  comprise  entre  les  limites  a,  h  étant  une  moyenne 
entre  ces  mêmes  limites,  on  pourra  la  désigner  par 

M{a,b). 

Ainsi,  par  exemple,  toute  quantité  positive  pourra  être  représentée  par 
M(o,  oo),  toute  quantité  négative  par  M(— oo,  o),  et  toute  quantité 
réelle  par  M(—  oo,  -l-  oo).  Lorsque  nous  voudrons  indiquer  indistinc- 
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tement  une  quelconque  des  quantités  renfermées  entre  les  limites  a 
et  h,  nous  doublerons  les  parenthèses,  et  nous  écrirons 

M((a,6)). 

Par  exemple,  si  l'on  suppose  que  la  variable  x  converge  vers  zéro,  on 
aura 


attendu  que  l'expression  lim  (  (  sin  -  j  j  admettra  une  infinité  de  valeurs 
comprises  entre  les  valeurs  extrêmes  —  i  et  h-  i. 


PREMIÈRE  PARTIE. 

ANALYSE    ALGÉBRIQUE. 


CHAPITRE   I. 

DES     FONCTIONS     RÉELLES. 


§  L  —  Considérations  générales  sur  les  fonctions. 

Lorsque  des  quantités  variables  sont  tellement  liées  entre  elles 
que,  la  valeur  de  l'une  d'elles  étant  donnée,  on  puisse  en  conclure 
les  valeurs  de  toutes  les  autres,  on  conçoit  d'ordinaire  ces  diverses 
quantités  exprimées  au  moyen  de  l'une  d'entre  elles,  qui  prend  alors 
le  nom  de  variable  indépendante;  et  les  autres  quantités  exprimées  au 
moyen  de  la  variable  indépendante  sont  ce  qu'on  appelle  des/onctions 
de  cette  variable. 

Lorsque  des  quantités  variables  sont  tellement  liées  entre  elles 
que,  les  valeurs  de  quelques-unes  étant  données,  on  puisse  en  con- 
clure celles  de  toutes  les  autres,  on  conçoit  ces  diverses  quantités 
exprimées  au  moyen  de  plusieurs  d'entre  elles,  qui  prennent  alors 
le  nom  de  variables  indépendantes  ;  et  les  quantités  restantes,  expri- 
mées au  moyen  des  variables  indépendantes,  sont  ce  qu'on  appelle 
des  fonctions  de  ces  mêmes  variables. 

Les  diverses  expressions  que  fournissent  l'Algèbre  et  la  Trigono- 
métrie, lorsqu'elles  renferment  des  variables  considérées  comme  indé- 
pendantes, sont  autant  de  fonctions  de  ces  mêmes  variables.  Ainsi,  par 

exemple, 

L(^),     sin.r, 
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sont  des  fonctions  de  la  variable  x\ 

^+j,     xr,     xyz,     ... 

des  fonctions  des  variables  a;  et  y  ou  a?,  j  et  ^, 

Lorsque  des  fonctions  d'une  ou  de  plusieurs  variables  se  trouvent, 
comme  dans  les  exemples  précédents,  immédiatement  exprimées  au 
moyen  de  ces  mêmes  variables,  elles  sont  nommées yb/ic/ïow^  expli- 
cites. Mais,  lorsqu'on  donne  seulement  les  relations  entre  les  fonc- 
tions et  les  variables,  c'est-à-dire  les  équations  auxquelles  ces  quan- 
tités doivent  satisfaire,  tant  que  ces  équations  ne  sont  pas  résolues 
algébriquement,  les  fonctions,  n'étant  pas  exprimées  immédiatement 
au  moyen  des  variables,  sont  appelées  fonctions  implicites.  Pour  les 
rendre  explicites,  il  suffit  de  résoudre,  lorsque  cela  se  peut,  les  équa- 
tions qui  les  déterminent.  Par  exemple,  j  étant  une  fonction  implicite 
de  X  déterminée  par  l'équation 

L{y)—x, 

si  l'on  nomme  A  la  base  du  système  de  logarithmes  que  l'on  consi- 
dère, la  même  fonction,  devenue  explicite  par  la  résolution  de  l'équa- 
tion donnée,  sera 

j  =  A*. 

Lorsqu'on  veut  désigner  une  fonction  explicite  d'une  seule  va- 
riable X  ou  de  plusieurs  variables  x,  y^  z,  ...,  sans  déterminer  la 
nature  de  cette  fonction,  on  emploie  l'une  des  notations 

f{x),     Y{x),     ^{x),    x{x),     ^{x),    m{x),     ..., 
f{x,y,z,  ...),     ^{x,y,z,  ...),     (if{x,y,  z,  .  . .),     

Pour  qu'une  fonction  d'une  seule  variable  soit  complètement  déter- 
minée, il  est  nécessaire  et  il  suffit  que  de  chaque  valeur  particulière 
attribuée  à  la  variable  on  puisse  déduire  la  valeur  correspondante  de 
la  fonction.  Quelquefois,  pour  chaque  valeur  de  la  variable,  la  fonc- 
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tion  donnée  en  obtient  plusienrs  différentes  les  unes  des  autres.  Con- 
formément aux  conventions  adoptées  dans  les  préliminaires,  nous 
désignerons  d'ordinaire  ces  valeurs  multiples  d'une  fonction  par  des 
notations  dans  lesquelles  la  variable  sera  entourée  de  doubles  traits 
ou  de  doubles  parenthèses.  Ainsi,  par  exemple, 

arcsin((j:')) 
indiquera  un  quelconque  des  arcs  qui  ont  x  pour  sinus; 

Tune  quelconque  des  deux  racines  carrées  de  la  variable  x  supposée 
positive,  etc. 

§  II.  —  Des  fonctions  simples. 

Parmi  les  fonctions  d'une  variable  x,  on  appelle  simples  celles  qui 
résultent  d'une  seule  opération  effectuée  sur  cette  variable.  Les  fonc- 
tions simples  que  l'on  considère  ordinairement  en  Analyse  sont  en 
très  petit  nombre,  et  se  rapportent  les  unes  à  l'Algèbre,  les  autres 
à  la  Trigonométrie.  L'addition  et  la  soustraction,  la  multiplication  et 
la  division,  l'élévation  aux  puissances  et  l'extraction  des  racines,  enfin 
la  formation  des  exponentielles  et  des  logarithmes  produisent  les  fonc- 
tions simples  qui  se  rapportent  à  l'Algèbre.  En  conséquence,  si  l'on 
désigne  par  A  un  nombre  constant,  et  par  a^=±  A  une  quantité  con- 
stante, les  fonctions  algébriques  simples  de  la  variable  x  seront 

a -\- X,     a^x,     ax,      ->      x"^.     A-*",      K(j"). 

Nous  ne  tenons  pas  ici  compte  des  racines,  parce  qu'on  peut  toujours 
les  ramener  aux  puissances.  Quant  aux  fonctions  simples  qui  se  rap- 
portent à  la  Trigonométrie,  on  pourrait  en  compter  un  grand  nombre, 
si  l'on  rangeait  parmi  les  fonctions  simples  toutes  les  lignes  trigono- 
métriques  et  les  arcs  qui  correspondent  à  ces  mêmes  lignes;  mais 
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nous  les  réduirons  aux  quatro  suivantes 

sinx,     cos,37, 
arcsinx,     arc  ces jr, 

et  nous  mettrons  au  nombre  des  fonctions  composées  les  autres 
lignes  trigonométriques  tanga;,  séc^,  . . .  avec  les  arcs  correspon- 
dants arc  tangue,  arcséca;,  ...,  attendu  que  ces  dernières  lignes 
peuvent  toujours  être  exprimées  par  le  moyen  du  sinus  et  du 
cosinus.  Nous  pourrions  même,  à  la  rigueur,  réduire  les  deux  fonc- 
tions simples  ^\nx  et  cos^  à  une  seule,  puisqu'elles  sont  liées  entre 
elles  par  l'équation  sin-o? -h  cos-^  =  i;  mais  l'emploi  de  ces  deux 
fonctions  est  si  fréquent,  qu'il  est  utile  de  les  conserver  toutes  deux 
à  la  fois  dans  le  calcul  comme  fonctions  simples. 

§  III.  —  Des  fonctions  composées. 

Les  fonctions  qui  se  déduisent  d'une  variable  à  l'aide  de  plusieurs 
opérations  prennent  le  nom  de  fondions  composées;  et  l'on  distingue 
parmi  ces  dernières  les  fonctions  de  fonctions  qui  résultent  de  plu- 
sieurs opérations  successives,  la  première  opération  étant  effectuée 
sur  la  variable,  et  chacune  des  autres  sur  le  résultat  de  l'opération 
précédente.  Kn  vertu  d(^  (;es  définitions, 

^   ,      V  ■^  >      —  '       ■  '  * 

sont  des  fonctions  composées  de  la  variable  x;  et 

/(sin^-),     /(COS.Ï'),     ... 

des  fonctions  de  fonctions,  dont  chacune  résulte  de  deux  opérations 
successives. 

Les  fonctions  composées  se  distinguent  les  unes  des  autres  par  la 
nature  des  opérations  qui  les  produisent.  Il  semble  (jue  l'on  devrai! 
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nommer  fonctions  algébriques  toutes  celles  que  fouruisscnt  les  opé- 
rations de  l'Algèbre;  mais  on  a  réservé  particulièrement  ce  nom  à 
celles  que  l'on  forme  en  n'employant  que  les  premières  opérations 
algébriques,  savoir,  l'addition  et  la  soustraction,  la  multiplication  et 
la  division,  enfin  l'élévation  à  des  puissances  fixes;  et,  dès  qu'une 
fonction  renferme  des  exposants  variables  ou  des  logarithmes,  elle 
prend  le  nom  de  fonction  exponentielle  ou  logarithmique. 

Les  fonctions  que  l'on  nomme  algébriques  se  divisent  en  fonctions 
rationnelles  et  fonctions  irrationnelles.  Les  fonctions  rationnelles  sont 
celles  dans  lesquelles  la  variable  ne  se  trouve  élevée  qu'à  des  puis- 
sances entières.  On  appelle,  en  particulier,  fonction  entière  tout  poly- 
nôme qui  ne  renferme  que  des  puissances  entières  de  la  variable,  par 

exemple, 

a  -+-  bx  -+-  cx^-h. .  ., 

ei  fonction  fractionnaire  on  fraction  rationnelle  le  quotient  de  deux 
semblables  polynômes.  Le  <^<?^/e  d'une  fonction  entière  de  x  est  l'ex- 
posant de  la  plus  haute  puissance  de  x  dans  cette  même  fonction.  La 
fonction  entière  du  premier  degré,  savoir 

a  -\-  bx 

s'appelle  'An?>s\  fonction  linéaire,  parce  que,  dans  l'application  à  la  Géo- 
métrie, on  s'en  sert  pour  représenter  l'ordonnée  d'une  ligne  droite. 
Toute  fonction  entière  ou  fractionnaire  est  par  cela  même  rationnelle, 
et  toute  autre  espèce  de  fonction  algébrique  est  irrationnelle. 

Les  fonctions  que  produisent  les  opérations  de  la  Trigonométrie 
sont  désignées  sous  le  nom  de  fonctions  trigonométriques  ou  circu- 
laires. 

Les  divers  noms  que  l'on  vient  d'attribuer  aux  fonctions  compo- 
sées d'une  seule  variable  s'appliquent  également  aux  fonctions  de 
plusieurs  variables,  lorsque  ces  dernières  fonctions  jouissent,  par 
rapport  à  chacune  des  variables  qu'elles  renferment,  des  propriétés 
que  supposent  les  noms  dont  il  s'agit.  Ainsi,  par  exemple,  tout  poly- 
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nômc  qui  no  contiendra  que  des  puissances  entières  des  variables  x, 
y,  z,  . . .  sera  une  fonction  entière  de  ces  variables.  On  appelle  degré 
de  cette  fonction  entière  la  somme  des  exposants  des  variables  dans  le 
terme  où  cette  somme  est  la  plus  grande.  Une  fonction  entière  du  pre- 
mier degré,  telle  que 

a  ^  h.r  -+-  cy  -A-  dz-\- .  .  ., 

prend  le  nom  de  fonction  linéaire. 
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CHAPITRE   II. 


DES    QUANTITÉS    INFINIMENT    PETITES    OL    INFINIMENT    GRANDES,    ET    DE    LA    CONTINUITÉ 

DES    FONCTIONS. 
VALEURS    SINGULIÈRES    DES    FONCTIONS    DANS    QUELQUES    CAS    PARTICULIERS. 


§  I.  —  Des  quantités  infiniment  petites  et  infiniment  grandes. 

On  dit  qu'une  quantité  variable  devient  infiniment  petite,  lorsque  sa 
valeur  numérique  décroît  indéfiniment  de  manière  à  converger  vers 
la  limite  zéro.  Il  est  bon  de  remarquer  à  ce  sujet  qu'on  ne  doit  pas 
confondre  un  décroissement  constant  avec  un  décroissement  indé- 
fini. La  surface  d'un  polygone  régulier  circonscrit  à  un  cercle  donné 
décroît  constamment  à  mesure  que  le  nombre  des  côtés  augmente, 
mais  non  pas  indéfiniment,  puisqu'elle  a  pour  limite  la  surface  du 
cercle.  De  même  encore,  une  variable  qui  n'admettrait  pour  valeurs 
successives  que  les  différents  termes  de  la  suite 

2       3       d       5       6 


—  j 


-  >       -y      .  •;,  5         ,  ■) 

l         1         ô        L\         o 

prolongée  à  l'infini,  décroîtrait  constamment,  mais  non  pas  indéfini- 
ment, puisque  ses  valeurs  successives  convergeraient  vers  la  limite  i. 
Au  contraire,  une  variable  qui  n'aurait  pour  valeurs  successives  que 
les  différents  termes  de  la  suite 

I       I       I       I       1       I 

4         o         t>         ;j  S         7 

prolongée  à  l'infini,  ne  décroîtrait  pas  constamment,  puisque  la  diffé- 
rence entre  deux  termes  consécutifs  de  cette  suite  est  alternativement 
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positive  et  négative;  et,  néanmoins,  elle  décroîtrait  indéfiniment, 
puisque  sa  valeur  finirait  par  s'abaisser  au-dessous  de  tout  nombre 
donné. 

On  dit  qu'une  quantité  variable  devient  infiniment  grande,  lorsque 
sa  valeur  numérique  croît  indéfiniment  de  manière  à  converger  vers 
la  limite  oc.  11  est  encore  essentiel  d'observer  ici  qu'on  ne  doit  pas 
confondre  une  variable  qui  croît  indéfiniment  avec  une  variable  qui 
croît  constamment.  La  surface  d'un  polygone  régulier  inscrit  à  un 
cercle  donné  croît  constamment,  mais  non  pas  indéfiniment,  à  mesure 
que  le  nombre  des  côtés  augmente.  Los  termes  de  la  suite  naturelle 

des  nombres  entiers 

I,     2,     3,     4,  .  5,     .  .. 

croissent  constamment  et  indéfiniment. 

Les  quantités  infiniment  petites  et  infiniment  grandes  jouissent  de 
plusieurs  propriétés,  qui  conduisent  à  la  solution  de  questions  impor- 
tantes, et  que  je  vais  exposer  en  peu  de  mots. 

Soit  a  une  quantité  infiniment  petite,  c'est-à-dire  une  variable  dont 
la  valeur  numérique  décroisse  indéfiniment.  Lorsque  dans  un  même 
calcul  on  fait  entrer  les  diverses  puissances  entières  de  a,  savoir 

a,     a-,     a'S      ..., 

ces  diverses  puissances  sont  respectivement  désignées  sous  le  nom 
d'infiniment  petits  du  premier,  du  second,  du  troisième  ordre,  etc.  En 
général,  on  appelle  infiniment  petit  du  premier  ordre  toute  quantité 
variable  dont  le  rapport  avec  a  converge,  tandis  que  la  valeur  numé- 
rique de  a  diminue,  vers  une  limite  finie  différente  de  zéro  ;  infiniment 
petit  du  second  ordre  toute  quantité  variable  avec  a,  et  dont  le  rap- 
port avec  a-  converge  vers  une  limite  finie  différente  de  zéro,  etc.  Cela 
posé,  si  l'on  désigne  par  k  une  quantité  finie  différente  de  zéro,  et  par 
£  un  nombre  variable  qui  décroisse  indéfiniment  avec  la  valeur  numé- 
rique de  a,  la  forme  générale  des  quantités  infiniment  petites  du  pre- 
mier ordre  sera 

/i  a     ou  du  moins     /.a(i±:£); 
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la  forme  générale  des  quantités  infiniment  petites  du  second  ordre 
/.a-     ou  du  moins     /(a-{[±e). 


entin  la  forme  générale  des  infiniment  petits  de  l'ordre  n  (n  repré- 
sentant un  nombre  entier)  sera 

A- a"     ou  du  moins     ka'^{i±:e). 

On  peut  facilement  établir,  à  l'égard  de  ces  divers  ordres  de  quantités  ^ 

infiniment  petites,  les  théorèmes  suivants  :  \ 

Théorème  1.  —  Si  l'on  compare  Viui  à  l'autre  deux  injinimenl  petits 
d'ordres  différents,  pendant  que  tous  les  deux  convergeront  dcts  la  limite 
zéro,  celui  qui  est  de  l'ordre  le  plus  élevé  finira  par  obtenir  constamment 
la  plus  petite  valeur  numérique. 

Démonstration.  —  Soient,  en  effet, 

A-a"(i±£),     k'oi"'{\±z') 

deux  infiniment  petits,  l'un  de  l'ordre  n,  l'autre  de  l'ordre  n' ,  et  sup- 
posons n''^n;  le  rapport  entre  le  second  de  ces  infiniment  petits  et 
le  premier,  savoir 

«t  I  ±  £ 

convergera  indéfiniment  avec  a  vers  la  limite  zéro,  ce  qui  ne  peut 
avoir  lieu  qu'autant  que  la  valeur  numérique  du  second  finit  par  de- 
venir constamment  inférieure  à  celle  du  premier. 

Théorème  11.   —  Un  infiniment  petit  de  l'ordre  n,  c'est-à-dire  de  la 

forme 

koc"{[±s), 

change  de  signe  avec  a  toutes  les  fois  que  n  est  un  nombre  impair,  et 
conserve  pour  de  très  petites  valeurs  numériques  de  a  le  même  signe  que  la 
quantité  k,  lorsque  n  est  un  nombre  pair. 

Démonstration .  —  En  efi*et,  dans  la  première  hypothèse,  a"  change 
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de  signe  avec  a,  et,  dans  la  seconde,  a"  est  toujours  positif.  De  plus, 
lo  signe  du  produit  k(i  ±  s)  est  le  même  que  celui  de  k,  lorsque  £  est 
très  petit. 

Théorème  III.  —La  somme  de  plusieurs  infiniment  petits  des  ordres 

n,     n',     n" , 

(n',  n",  ...  désignant  des  nombres  supérieurs  an)  est  un  nouvel  infini- 
ment petit  de  l'ordre  n. 

Démonstration.  —  En  effet, 

/.•a"  (i±£)-+-       /:'a"'(i±£')4-       A'"  a""  (i  ±  c")  +  . .  . 

tk'  k"  ~\ 

I  ±  £  +  -T-  a"-«  (i  ±  c'  )  +  y  a""-"  (  I  ±  £"  )  4-  . .  . 

£,  étant  un  nombre  qui  converge  avec  a  vers  la  limite  zéro. 

Des  principes  qu'on  vient  d'énoncer  on  déduit  aisément,  comme 
on  va  le  voir,  plusieurs  propositions  remarquables  qui  se  rapportent  à 
des  polynômes  ordonnés  suivant  les  puissances  ascendantes  d'une 
quantité  infiniment  petite  a. 

Thkorkme  IY.  —  Tout  polynôme  ordonné  suivant  les  puissances  ascen- 
dantes de  a,  par  exemple  « 

a  -\-  bct.  -\-  ccf.'  +  .  .  . 

ou,  plus  généralement, 

a  y."^  +  byy+  C3;""+  .  .  . 

(les  nombres  /?,  n' ,  n" ,  ...  formant  une  suite  croissante),  finit  par  être, 

pour  de  très  petites  valeurs  numériques  de  ol,  constamment  de  même  signe 

que  son  premier  terme 

a     ou     a  a". 

Démonstration.  —  En  effet,  la  somme  faite  du  second  terme  et  de 
ceux  qui  le  suivent  est,  dans  le  premier  cas,  un  infiniment  petit  du 
premier  ordre,  dont  la  valeur  numérique  finit  par  être  inférieure  à 
celle  de  la  quantité  finie  a,  et,  dans  le  second  cas,  un  infiniment  petit 
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de  l'ordre  n',  qui  finit  par  obtenir  constamment  une  valeur  numérique 
inférieure  à  celle  d'un  infiniment  petit  de  l'ordre  n. 

Théorème  V.  —  Lorsque,  dans  le  polynôme 

aa''-\-  b<x."'-\-  ca(J^"-\- .  .  ., 

ordonné  suivant  les  puissances  ascendantes  de  ce.,  le  degré  n!  du  second 
terme  est  un  nombre  impair,  ce  polynôme,  pour  de  très  petites  valeurs 
numériques  de  a,  est  tantôt  supérieur  et  tantôt  inférieur  à  son  premier 
terme  «a'^,  suivant  que  la  variable  cl  et  le  coefficient  h  sont  de  même  signe 
ou  de  signes  contraires. 

Démonstration.  —  En  effet,  dans  l'hypothèse  admise,  la  somme  des 
termes  qui  suivent  le  premier,  savoir 

sera,  pour  de  très  petites  valeurs  numériques  de  a,  de  même  signe 
que  chacun  des  deux  produits  6a"',  6a. 

Théorème  VI.  —  Lorsque,  dans  le  polynôme 

a  a'*  +  Z>  a"  + c  a'*"-|- .  .  . , 

ordonné  suivant  les  puissances  ascendantes  de  ce,  le  degré  n'  du  second 
terme  est  un  nombre  pair,  ce  polynôme,  pour  de  très  petites  valeurs  numé- 
riques de  ce,  finit  par  devenir  constamment  supérieur  à  son  premier  terme, 
toutes  les  fois  que  b  est  positif  et  constamment  inférieur,  toutes  les  fois 
que  b  est  négatif. 

Démonstration.  —  En  effet,  dans  l'hypothèse  admise,  la  somme  des 
termes  qui  suivent  le  premier  aura,  pour  de  très  petites  valeurs  nu- 
mériques de  d,  le  signe  du  produit  6a"',  et,  par  suite,  le  signe  de  b. 

Corollaire.  —  En  supposant,  dans  le  théorème  qui  précède,  n  =  o, 
on  obtiendra  la  proposition  suivante  : 

Théorème  VII.  —  Si,  dans  le  polynôme 

a  +  b a"'-t-  cct."'-\-  . . ., 

ordonné  suivant  les  puissances  ascendantes  de  Cf.,  n'  désigne  un  nombre 
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pair;  parmi  les  valeurs  de  ce  polynôme  correspondantes  à  des  valeurs  in- 
finiment petites  de  ce,  celle  qui  correspond  à  ce  =  o,  c  est-à-dire  a,  sera 
toujours  la  plus  petite,  lorsque  b  sera  positif,  et  la  plus  grande,  lorsque  b 
sera  négatif. 

Cette  valeur  particulière  du  polynôme,  plus  grande  ou  plus  petite 
que  toutes  les  valeurs  voisines,  est  ce  qu'on  appelle  un  maximum  ou 
un  minimum. 

Les  propriétés  des  quantités  infiniment  petites  étant  établies,  on 
en  déduit  les  propriétés  analogues  des  quantités  infiniment  grandes, 
en  observant  que  toute  quantité  variable  de  cette  dernière  espèce 

peut  être  représentée  par  ->   a  désignant  une  quantité  infiniment 

petite.  Ainsi,  par  exemple,  lorsque,  dans  le  polynôme 

ordonné  suivant  les  puissances  descendantes  de  la  variable  x,  cette 
variable  devient  infiniment  grande  ;  en  la  mettant  sous  la  forme  ->  on 
réduit  le  polynôme  dont  il  s'agit  à 


a 

"  H--a+-a"-'H-...H oc'"-'  H-  -  oc' 

a'"  ■ 


et  l'on  reconnaît  alors  immédiatement  que,  pour  de  très  petites  va- 
leurs numériques  de  a,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  pour  de  très 
grandes  valeurs  numériques  de  a?,  ce  polynôme  est  de  même  signe  que 
son  premier  terme 


—  r=  ax' 
a"» 


Comme  cette  remarque  subsiste  dans  le  cas  même  où  quelques-unes 
des  quantités  b,  c,  ...,  h,  k  se  réduisent  à  zéro,  il  en  résulte  qu'on 
peut  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Théorème  Vin.  — Lorsque,  dans  un  polynôme  ordonné  suivant  les  puis- 
sances descendantes  de  la  variable  x,  on  fait  croître  indéfiniment  la  va- 
leur numérique  de  cette  variable,  le  polynôme  finit  par  être  constamment 
de  même  signe  que  son  premier  terme. 
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§  II.   —  De  la  continuité  des  fonctions. 

Parmi  les  objets  qui  se  rattachent  à  la  considération  des  infiniment 
petits,  on  doit  placer  les  notions  relatives  à  la  continuité  ou  à  la  dis- 
continuité des  fonctions.  Examinons  d'abord  sous  ce  point  de  vue  les 
fonctions  d'une  seule  variable. 

Soit/(^)  une  fonction  de  la  variable  x,  et  supposons  que,  pour 
chaque  valeur  de  x  intermédiaire  entre  deux  limites  données,  cette 
fonction  admette  constamment  une  valeur  unique  et  finie.  Si,  en  par- 
tant d'une  valeur  de  x  comprise  entre  ces  limites,  on  attribue  à  la  va- 
riable X  un  accroissement  infiniment  petit  a,  la  fonction  elle-même 
recevra  pour  accroissement  la  différence 

qui  dépendra  en  même  temps  de  la  nouvelle  variable  a  et  de  la  valeur 
de  X.  Cela  posé,  la  fonction  /(x)  sera,  entre  les  deux  limites  assi- 
gnées à  la  variable  x,  fonction  continue  de  cette  variable,  si,  pour 
chaque  valeur  de  x  intermédiaire  entre  ces  limites,  la  valeur  numé- 
rique de  la  différence 

décroît  indéfiniment  avec  celle  de  a.  En  d'autres  termes,  la  fonc- 
tion/(x)  restera  continue  par  rapport  à  x  entre  les  limites  données,  si, 
entre  ces  limites,  un  accroissement  infiniment  petit  de  la  variable  produit 
toujours  un  accroissement  infiniment  petit  de  la  fonction  elle-même. 

On  dit  encore  que  la  fonction /(ic)  est,  dans  le  voisinage  d'une 
valeur  particulière  attribuée  à  la  variable  x,  fonction  continue  de 
cette  variable,  toutes  les  fois  qu'elle  est  continue  entre  deux  limites 
de  X,  même  très  rapprochées,  qui  renferment  la  valeur  dont  il  s'agit. 

Enfin,  lorsqu'une  fonction /(^)  cesse  d'être  continue  dans  le  voisi- 
nage d'une  valeur  particulière  de  la  variable  x,  on  dit  qu'elle  devient 
alors  discontinue  et  qu'il  y  a  pour  cette  valeur  particulière  solution  de 
continuité. 
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D'après  ces  explications,  il  sera  facile  de  reconnaître  entre  quelles 

limites  une  fonction  donnée  de  la  variable  x  est  continue  par  rapport 

à  cette  variable.  Ainsi,   par  exemple,  la  fonction   sino;,   admettant 

pour  chaque  valeur  particulière  de  la  variable  x  une  valeur  unique  et 

tinie,  sera  continue  entre  deux  limites  quelconques  de  cette  variable, 

attendu  que  la  valeur  numérique  de  sin(^a),  et  par  suite  celle  de  la 

différence 

sin(^  +  a)  —  sin^ziz  2  sin(|a)  cos(^  -h  |a), 

décroissent  indéfiniment  avec  celle  de  a,  quelle  que  soit  d'ailleurs  la 
valeur  finie  que  l'on  attribue  à  x.  En  général,  si  l'on  envisage  sous  le 
rapport  de  la  continuité  les  onze  fonctions  simples  que  nous  avons 
considérées  ci-dessus  (Chap.  I,  §  II),  savoir 

a  +  ^,     a  —  Xy     ax,     -,      x'^,     \^,     L{x), 
smx,     cos^,     arcsin^r,     arccos^, 

on  trouvera  que  chacune  de  ces  fonctions  reste  continue  entre  deux 
limites  finies  de  la  variable  x,  toutes  les  fois  que,  étant  constamment 
réelle  entre  ces  deux  limites,  elle  ne  devient  pas  infinie  dans  l'inter- 
valle. 

Par  suite,  chacune  de  ces  fonctions  sera  continue  dans  le  voisinage 
d'une  valeur  finie  attribuée  à  la  variable  Xy  si  cette  valeur  finie  se 
trouve  comprise  : 

Pour 
les  fonctions 


a  +  X 
a  —  X 

ax 

A* 
sina? 
coso?  / 

Pour 
la  fonction 

a       ( 


entre  les  limites  x=^ — oo,  ^  =  +  00; 


I"  entre  les  limites  x-=.  —  cc,       x=zo, 
^      \  2»  entre  les  limites  x:=o,  xzizao; 
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enfin 


Pour 
les  fonctions 

Pour 
les  fonctions 

arcsin^ 
arccosj; 


entre  les  limites  sc  =  o,  x=:cc; 


entre  les  limites  ^=— i,        ^7  =  4-1. 


Il  est  bon  d'observer  que,  dans  le  cas  où  l'on  suppose  a  —  ±m(jn  dé- 
signant un  nombre  entier),  la  fonction  simple 


est  toujours  continue  dans  le  voisinage  d'une  valeur  finie  de  la  va- 
riable Xy  pourvu  que  cette  valeur  soit  comprise  : 

sia=;+m,  entre  les  limites     x  ■= — 00,  ^=1  +  00, 

/  entre  les  limites     x=.  —  00,  x=io 

si  a  =  —  m,  \  ou  bien 

\  entre  les  suivantes  ^  =  o,  a?:=oo. 

Parmi  les  onze  fonctions  que  l'on  vient  de  citer,  deux  seulement 
deviennent  discontinues  pour  une  valeur  de  x  comprise  dans  l'inter- 
valle des  limites  entre  lesquelles  ces  mêmes  fonctions  restent  réelles. 
Les  deux  fonctions  dont  il  s'agit  sont 

—     et    x'^  (lorsque  a:=—m). 

L'une  et  l'autre  deviennent  infinies,  et  par  conséquent  discontinues, 
pour  a;  =  o. 
Soit  maintenant 

une  fonction  de  plusieurs  variables  x,  y,  z,  .. .,  et  supposons  que, 
dans  le  voisinage  de  valeurs  particulières  X,  Y,  Z,  ...  attribuées  à  ces 
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variables, /( 07,  j,  5,  . . .  )  soit  à  la  fois  fonction  continue  de  a?,  fonction 
continue  dey,  fonction  continue  des,....  On  prouvera  aisément 
que,  si  l'on  désigne  par  a,  C,  y,  . ..  des  quantités  infiniment  petites, 
et  si  l'on  attribue  kx,  y,  z,  ...  les  valeurs  X,  Y,  Z,  . . .  ou  des  valeurs 
très  voisines,  la  différence 

f{œ  -h  a,  y  +  ë,  z  -h  y)  —  f{iv,  y,  z,  ...) 

sera  elle-même  infiniment  petite.  En  efTet,  il  est  clair  que,  dans  l'hy- 
pothèse précédente,  les  valeurs  numériques  des  différences 

/(a:-f-a,  j,  z,  ...)—/{a:,y,z,  ...), 
/(^-ha,  y  4- 6,  z,  ...)  — /(or  +  a,  7,  z,  ...), 
/(^-Ha,  7  +  ê,  z-hy,  . .  .)  —  f{x  +  a,  y  -^ë,  z,  ...), 

décroîtront  indéfiniment  avec  celles  des  quantités  variables  a,  €,  y,  . . . , 
savoir,  la  valeur  numérique  de  la  première  différence  avec  la  valeur 
numérique  de  a,  celle  de  la  seconde  différence  avec  la  valeur  numé- 
rique de  ê,  celle  de  la  troisième  avec  la  valeur  numérique  de  y,  et 
ainsi  de  suite.  On  doit  en  conclure  que  la  somme  de  toutes  ces  diffé- 
rences, savoir  ■ 

/(j7-t-a,7  4-ê,  ^  +  y,  ..  .)—  f{x,y,z,  ...), 

convergera  vers  la  limite  zéro,  si  a,  ê,  y,  ...  convergent  vers  cette 
même  limite.  En  d'autres  termes, 

f{x-\-a.,  /4-ê,  z-\-y,  ...) 
aura  pour  limite 

La  proposition  qu'on  vient  de  démontrer  subsiste  évidemment  dans 
le  cas  même  où  l'on  établirait  entre  les  nouvelles  variables  a,  ê,  y,  ... 
certaines  relations.  Il  suffit  que  ces  relations  permettent  aux  nouvelles 
variables  de  converger  toutes  en  même  temps  vers  la  limite  zéro. 
Lorsque,  dans  la  même  proposition,  on  remplace  a;,  y,  2,  ...  par 
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X,  Y,  Z,  . . . ,  et  ^  -I-  a,  j  H-  ^,  ^  4-  y,  ...  par  ar,  7,  s,  . . . ,  on  obtient 
l'énoncé  suivant  : 

Théorème  I.  —  Si  les  variables  x,  y,  z,  ...  ont  pour  limites  respectives 
les  quantités  fixes  et  déterminées  X,  Y,  Z,  . . . ,  et  que  la  fonction 
f{x,  y,  z,  . . .)  soit  continue  par  rapport  à  chacune  des  variables  x,  y, 
z,  . . .  dans  le  voisinage  du  système  des  valeurs  particulières 

x  =  X,        y  =  Y,         zz=Z, 

f(x,  y,  Zy  . . .)  aura  pour  limite  /(X,  Y,  Z,  . . .). 

Comme,  dans  ce  second  énoncé,  les  variables  a,  6,  y,  ...  se  trouvent 
remplacées  par  x  —  X,y  —  Y,z  —  Z,  . . . ,  les  relations  qu'on  pouvait 
établir,  dans  le  premier  énoncé,  entre  a,  ê,  y,  . . . ,  pourront  être  éta- 
blies, dans  le  second,  entre  les  quantités  ^  —  X,  y  —  Y,  5  —  Z;  et  il 
en  résulte  que  la  fonction/(^,j,  z, . .  .)aurapourlimite/(X,  Y,  Z,  ...), 
dans  le  cas  même  où  les  variables  x,  y,  z,  ...  seraient  assujetties  à 
certaines  relations,  pourvu  que  ces  relations  leur  permettent  de  s'ap- 
procher indéfiniment  des  limites  X,  Y,  Z, 

Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  x,  y,  z,  ...  soient  fonctions 
d'une  même  variable  t  considérée  comme  indépendante,  et  continues 
par  rapport  à  cette  variable  dans  le  voisinage  de  la  valeur  particulière 

t  =  T. 
Si  l'on  fait,  pour  plus  de  commodité, 

f{x,y,z,  ...)=zu, 
u  sera  ce  qu'on  appelle  une  fonction  composée  de  la  variable  t;  et,  si 

X,     Y,     Z,     ...,     U 
désignent  respectivement  ce  que  deviennent 

X,    y,     Zy     ...,     u 
dans  le  cas  où  l'on  suppose  z  =  T,  il  est  clair,  d'une  part,  qu'une 
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valeur  de  /  très  voisine  de  T  fournira  pour  u  une  valeur  unique  et 
finie;  d'autre  part,  qu'il  suffira  de  faire  converger/  vers  la  limite  T, 
pour  que  les  variables  x,  y,  z,  ...  convergent  vers  les  limites  X,  Y, 
Z,  ...,  et,  par  suite,  la  fonction  u=if{x,y,  z,  ...)  vers  la  limite 
U  =/(X,  Y,  Z, . . .).  On  prouverait  absolument  de  la  même  manière 
que,  si  l'on  attribue  à  t  une  valeur  très  voisine  de  T,  la  valeur  corres- 
pondante de  la  fonction  u  sera  la  limite  de  laquelle  cette  fonction 
s'approchera  indéfiniment,  tandis  que  /  convergera  vers  la  valeur 
donnée;  et  l'on  doit  conclure  que  u  sera  fonction  continue  de  t  dans 
le  voisinage  de  /  =  T.  On  peut  donc  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Théorème  II.  —  Désignons  par 

x^     y,     z,     ... 

plusieurs  fonctions  de  la  variable  t,  qui  soient  continues  par  rapport  à 

cette  variable  dans  le  voisinage  de  la  valeur  particulière  /  =  T.  Soient, 

de  plus, 

X,    Y,    Z,     ... 

les  valeurs  particulières  de  x,  y,  z,  ...  correspondantes  à  t  =  T\  et  sup- 
posons que,  dans  le  voisinage  de  ces  valeurs  particulières,  la  fonction 

uz=zf{œ,y,z,  ...) 

soit  en  même  temps  continue  par  rapport  à  x,  continue  par  rapport  à  y, 
continue  par  rapport  à  z^  . . .  ;  u,  considérée  comme  une  fonction  de  t, 
sera  encore  continue  par  rapport  à  t  dans  le  voisinage  de  la  valeur  parti- 
culière t  =z'Y. 

Si,  dans  le  théorème  précédent,  on  réduit  les  quantités  variables  x, 
y,  z,  ...  à  une  seule,  x,  on  obtiendra  un  nouveau  théorème,  qu'on 
peut  énoncer  comme  il  suit  : 

Théorème  III.  —  Supposons  que,  dans  l'équation 
la  variable  x  soit  fonction  d'une  autre  variable  t.  Concevons  de  plus  que 
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la  variable  x  soit  fonction  continue  de  t  dans  le  voisinage  de  la  valeur 
particulière  t  =T,  et  u  fonction  continue  de  x  dans  le  voisinage  de  la 
valeur  particulière  x  =  \  correspondante  à  /  =  T.  La  quantité  u,  consi- 
dérée comme  fonction  de  t,  sera  encore  continue  par  rapport  à  cette  va- 
riable dans  le  voisinage  de  la  i^aleur  particulière  ^  =  T. 

Supposons,  par  exemple, 

u  =  ace  et  ce  :::=  t", 

a  désignant  une  quantité  constante,  et  n  un  nombre  entier.  On  con- 
clura du  théorème  III  que 

u  —  at" 

est,  entre  des  limites  quelconques  de  la  variable  t,  fonction  continue 
de  cette  variable. 
De  même,  si  l'on  fait 

ce 
u  -=  ~  ,         ja  =  sin  t,         y  =  cos  t, 

on  conclura  du  théorème  II  que  la  fonction 

u  =1  tang^ 

est  continue  par  rapport  à  /  dans  le  voisinage  d'une  valeur  finie  quel- 
conque de  cette  variable,  toutes  les  fois  que  la  valeur  dont  il  s'agit 
n'est  pas  comprise  dans  la  formule 

2 

k  désignant  un  nombre  entier;  c'est-k-dire  toutes  les  fois  qu'à  cette 
valeur  de  t  correspond  une  valeur  finie  de  tang^.  Au  contraire,  la  fonc- 
tion tang/  admettra  une  solution  de  continuité,  en  devenant  infinie, 
pour  chacune  des  valeurs  de  t  comprises  dans  la  formule  précé- 
dente. 

Supposons  encore 

«  =r  a  4-  j;  4-  j  -f-  :;  -H .  .  . , 
x^bty  y  —  cl^,  .  .  ., 

OEuvresdeC.—  S.\\,\.\\\.  7 
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a,  h,  c,  . . .  désignant  des  quantités  constantes.  Alors,  u  étant  fonction 
continue  de  oc,  y,  z,  . . .  entre  des  limites  quelconques  de  ces  variables, 
et ic,  y,  z-,  ...  fonctions  continues  de  la  variable  t  entre  des  limites 
quelconques  de  cette  dernière,  on  conclura  du  théorème  III  que  la 
fonction 

a  ^:=  a  -\-  bt  -\-  cl-  +  .  .  . 

est  elle-même  continue  par  rapport  à  /  entre  des  limites  quelconques. 
Par  suite,  comme  ^  =:  o  donne  a  =  a,  si  l'on  fait  converger  /  vers  la 
limite  zéro,  la  fonction  u  convergera  vers  la  limite  a  et  finira  par 
obtenir  le  même  signe  que  cette  limite,  ce  qui  s'accorde  avec  le  théo- 
rème IV  du  §  I. 

Une  propriété  remarquable  des  fonctions  continues  d'une  seule 
variable,  c'est  de  pouvoir  servir  à  représenter  en  Géométrie  les  ordon- 
nées de  lignes  continues  droites  ou  courbes.  De  cette  remarque  on 
déduit  facilement  la  proposition  suivante  : 

Thkorème  IV.  —  Si  la  fonction  /(^x)  est  continue  par  rapport  à  la 
variable X  entre  les  limites  ^-  =  ^r,,,  ^  =  X,  et  que  l'on  désigne  par  h  une 
quantité  intermédiaire  entre  fi^x^)  et  f{\),  on  pourra  toujours  satisfaire 
à  r équation 

par  une  ou  plusieurs  valeurs  réelles  de  x  comprises  entre  .r^  et  X. 

Démonstration.  —  Pour  établir  la  proposition  précédente,  il  suffît 
de  faire  voir  que  la  courbe  qui  a  pour,  équation 

rencontrera  une  ou  plusieurs  fois  la  droite  qui  a  pour  équation 

dans  l'intervalle  compris  entre  les  ordonnées  qui  correspondent  aux 
abscisses.ro  et  X;  or  c'est  évidemment  ce  qui  aura  lieu  dans  l'hypo- 
thèse admise.  En  effet,  la  fonction/(.r)  étant  continue  entre  les  limites 
X  =  ^„,  X  —  X,  la  courbe  qui  a  pour  équation  y  =f(x)  et  qui  passe 
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i"  par  le  point  corrospondant  aux  coordonnées  a\,  /(^o)»  -"  P^^"  '^^ 
point  correspondant  aux  coordonnées  X  et/(X),  sera  continue  entre 
ces  deux  points;  et,  comme  l'ordonnée  constante  b  de  la  droite  qui  a 
pour  équation  r  =  b  se  trouve  comprise  entre  les  ordonnées /(a?,,), 
/(X)  des  deux  points  q\ie  l'on  considère,  la  droite  passera  nécessaire- 
ment entre  ces  deux  points,  ce  qu'elle  ne  peut  faire  sans  rencontrer 
dans  l'intervalle  la  courbe  ci-dessus  mentionnée. 

On  peut,  au  reste,  comme  on  le  fera  dans  la  Note  III,  démontrer  le 
théorème  IV  par  une  méthode  directe  et  purement  analytique,  qui  a 
même  l'avantage  de  fournir  la  résolution  numérique  de  l'équation 

§  III.     -    Valeurs  singulières  des  fonctions  dans  quelques  cas 

particuliers. 

Lorsque,  pour  un  système  de  valeurs  attribuées  aux  variables 
qu'elle  renferme,  une  fonction  d'une  ou  de  plusieurs  variables  n'ad- 
met qu'une  seule  valeur,  cette  valeur  unique  se  déduit  ordinairement 
de  la  définition  même  de  la  fonction.  S'il  se  présente  un  cas  particu- 
lier dans  lequel  la  définition  donnée  ne  puisse  plus  fournir  immédia- 
tement la  valeur  de  la  fonction  que  l'on  considère,  on  cherche  la 
limite  ou  les  limites  vers  lesquelles  cette  fonction  converge,  tandis 
que  les  variables  s'approchent  indéfiniment  des  valeurs  particulières 
qui  leur  sont  assignées;  et,  s'il  existe  une  ou  plusieurs  limites  de 
cette  espèce,  elles  sont  regardées  comme  autant  de  valeurs  de  la  fonc- 
tion dans  l'hypothèse  admise.  Nous  nommerons  valeurs  singulières  de 
la  fonction  proposée  celles  qui  se  trouvent  déterminées  comme  on 
vient  de  le  dire.  Telles  sont,  par  exemple,  celles  qu'on  obtient  en 
attribuant  aux  variables  des  valeurs  infinies,  et  souvent  aussi  celles 
qui  correspondent  à  des  solutions  de  continuité.  La  recherche  des  va- 
leurs singulières  des  fonctions  est  une  des  questions  les  plus  impor- 
tantes et  les  plus  délicates  de  l'Analyse  :  elle  offre  plus  ou  moins  de 
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difficultés,  suivant  la  nature  des  fonctions  et  le  nombre  des  variables 
qu'elles  renferment. 

Si  d'abord  on  considère  les  fonctions  simples  d'une  seule  variable, 
on  trouvera  qu'il  est  facile  de  fixer  leurs  valeurs  singulières.  Ces  va- 
leurs correspondent  toujours  à  l'une  des  trois  hypothèses 
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\      à  l'unité \ 

Lia;)  < 

j  Base  des  log.  inf.  ) 

^      à  l'unité i 

sin^      sin(— oô)z_-M((— I, +i))      sin(oo)  =  M((— i,-i- 1)) 

COS^        COS(— Oc)r=M((— X,  +l))       COS(oo)  =  M((— I,4-l)) 

La  notation  M((—  i,  -t-i))  désigne  ici,  comme  dans  les  préliminaires, 
une  quelconque  des  quantités  moyennes  entre  les  deux  limites 

—  I     et     +1. 
Il  est  bon  d'observer  que,  dans  le  cas  où  l'on  suppose  a^±im, 


-~CC, 

o'" 

--0, 

00'"     =r:  GC, 

—  — 

oc, 

o'" 

-;0, 

oc'"     -~  00, 

=  o, 

o-'" 

=3  00, 

00-'"  "O, 

=  o, 

((o)) 

-/«  —  -f- 

•00, 

00-'"=  o. 
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m  désignant  un  nombre  entier,  la  fonction  simple 

^« 

admet  constamment  trois  valeurs  singulières,  savoir  : 

lorsque    (  «*  étant  un  nombre  pair,     (—oc)' 
a-—.-\-m  \  m  étant  impair ( — oo)' 

lorsque    (  /«  étant  pair (—«2) 

a  =-_  -~-  m  {  m  étant  impair (—  oc) 

Considérons  maintenant  les  fonctions  composées  d'une  seule  va- 
riable X.  Quelquefois  il  est  aisé  de  trouver  leurs  valeurs  singulières. 
Ainsi,  par  exemple,  si  l'on  désigne  par  k  un  nombre  entier  quel- 
conque, on  reconnaîtra  sans  peine  que  la  fonction  composée 

sin^ 

tans:^:-  = 

cos^ 

a  ses  valeurs  singulières  comprises  dans  les  trois  formules 

■  tang((oo))  =T  M((—  GO,  +  Gc)), 


tang(  1  ikr. 
tang((—  00))  =  M((—  00,  +  Go)), 
tandis  que  les  valeurs  singulières  de  la  fonction  inverse 


arc  tang^  —  arc  sm 


sont  respectivement 


arctang(— 00)  = ,         arclang(Qo) 


Mais  souvent  aussi  de  semblables  questions  présentent  de  véritables 
difficultés.  Par  exemple,  on  n'aperçoit  pas  immédiatement  comment 
on  peut  déterminer  la  valeur  singulière  de  la  fonction 


1/ 
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lorsqu'on  y  suppose  a?  =  o,  ou  celle  de  la  fonction 


lorsqu'on  prend  ^  =  oo.  Pour  donner  une  idée  des  méthodes  qui  con- 
duisent à  la  solution  des  questions  de  cette  espèce,  je  vais  établir  ici 
deux  théorèmes  à  l'aide  desquels  on  peut,  dans  un  grand  nombre  de 
cas,  déterminer  les  valeurs  singulières  que  reçoivent  les  deux  fonc- 
tions 

lorsqu'on  y  suppose  x  =  oc. 

Théorème  I .  —  Si,  pour  des  valeurs  croissantes  de  x,  la  différence 

converge  i^ers  une  certaine  limite  k,  la  fraction 

/M 

X 

convergera  en  même  temps  vers  la  même  limite. 

Démonstration.  —  Supposons  d'abord  que  la  quantité  k  ait  une  va- 
leur finie,  et  désignons  par  £  un  nombre  aussi  petit  que  l'on  voudra. 
Puisque  des  valeurs  croissantes  de  x  font  converger  la  différence 

/(^  +  i)-/(x) 

vers  la  limite  k,  on  pourra  donner  au  nombre  h  une  valeur  assez  con- 
sidérable pour  que,  x  étant  égal  ou  supérieur  à  A,  la  différence  dont 
il  s'agit  soit  constamment  comprise  entre  les  limites 

Cela  posé,  si  l'on  désigne  par  //  un  nombre  entier  quelconque,  cha- 
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cune  dos  quantités 

f{h+i)~f{h), 

/(/i4-2)-/(A-f-l), 


f{h  +  n)-f{h  +  n~i), 

et,  par  suite,  leur  moyenne  arithmétique,  savoir 

f(h^n)-~f{hY 

■ , 

II 
se  trouvera  comprise  entre  les  limites  k  —  £,  X-  +  s.  On  aura  donc 

/(A  +  /0-/(A)__,.  ,   ^ 

—  h.  -r-  se, 

n 

a  étant  une  quantité  comprise  entre  les  limites  —  £,+£.  Soit  mainte- 
nant 

h  -{-  n  =^  X, 

L'équation  précédente  deviendra 

(I)  — -, _A  +  a, 


et  l'on  en  conclura 


/(^)z=/(/a)    -^{x-h)   {f:+CC), 


(2)  IA:^^  ./All^  +     ,„  11     (A-  +  a). 

De  plus,  pour  faire  croître  indéfiniment  la  valeur  de  x,  il  sufïira  de 
faire  croître  indéfiniment  le  nombre  entier  n  sans  changer  hi  valeur 
de  A.  Supposons,  en  conséquence,  que  dans  l'équation  (2)  on  con- 
sidère h  comme  une  quantité  constante,  et  x  comme  une  quantité  va- 
riable qui  converge  vers  la  limite  ce.  Les  quantités 

fih)      h 


)     —  1 

X  X 


renfermées  dans  le  second  membre,  convergeront  vers  la  limite  zéro. 
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et  le  second  membre  lui-même  vers  une  limite  de  la  forme 

k  -\-  Cf., 

a  étant  toujours  compris  entre  —  £  et  -h  £.  Par  suite,  le  rapport 

œ 

aura  pour  limite  une  quantité  comprise  entre  k  —  t  et  ^ -h  £.  Cette 
conclusion  devant  subsister,  quelle  que  soit  la  petitesse  du  nombre  £, 
il  en  résulte  que  la  limite  en  question  sera  précisément  la  quantité  k. 
En  d'autres  termes,  on  aura 

(3).  liiïi-^^zr_-Â:=lim[/(a.  +  i)-/(^)]- 

Supposons,  en  second  lieu,  k~yo.  En  désignant  alors  par  H  un 
nombre  aussi  grand  que  l'on  voudra,  on  pourra  toujours  attribuer  au 
nombre  h  une  valeur  assez  considérable,  pour  que,  x  étant  égal  ou 
supérieur  à  h,  la  différence 

/(^  +  0-/(0^), 

qui  converge  vers  la  limite  oo,  devienne  constamment  supérieure  à  H; 
et,  en  raisonnant  comme  ci-dessus,  on  établira  la  formule 

f{h  +  n)~f{h)  ^  ^ 
n 

Si  maintenant  on  pose  h-\-n=-x,  on  trouvera,  au  lieu  de  l'équa- 
tion (2),  la  formule  suivante 

X  X  \  X 

de  laquelle  on  conclura,  en  faisant  converger  x  vers  la  limite  00, 

lim=^-^-^  >H. 

X 

La  limite  du  rapport 


/(■^) 
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sera  donc  supérieure  au  nombre  H,  quelque  grand  qu'il  soiL  Celle 
limite  supérieure  à  tout  nombre  assignable  ne  peut  être  que  l'infini 
positif. 

Supposons  enfin  ^'  =  —  oc.  Pour  ramener  ce  dernier  cas  au  précé- 
dent, il  suffira  d'observer  que,  la  différence 

f{oo  +  i)-f{x) 

ayant  pour  limite  —  ce,  la  suivante 

aura  pour  limite  -hoc.  On  en  conclura  que  la  limite  de  ~" -^ ^ ^'^ ^  est 


X 


éa;ale  à  +  ce,  et  par  suite  celle  de  -^—^  à  —  œ.  * 

"  ^  X 

Corollaire  /.  —  Pour  montrer  une  application  du  théorème  précé- 

/        dent,  supposons 

.     .  f{x)  =  L{x), 

L  étant  la  caractéristique  des  logarithmes  dans  un  système  dont  la 
base  surpasse  l'unité.  On  trouvera 

f{x  +  l)-f{x)  =  L{x-^l)~L{x):=:.L(l-^~\ 

et,  par  suite, 

On  peut  donc  affirmer  que,  x  venant  à  croître  indéfiniment,  le  rap- 
port 

X 

convergera  vers  la  limite  zéro;  et  il  en  résulte  que,  dans  un  systèrm^ 
dont  la  base  est  supérieure  à  V unité,  les  logarithmes  des  nombres  croissent 
beaucoup  moins  rapidement  que  les  nombres  eux-mêmes. 

Corollaire  II.  —  Supposons,  en  second  lieu, 

CEuvres  de  C.  —  S.  U,  t.  UI.  8 
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A  désignant  un  nombre  supérieur  à  l'unité.  On  trouvera 

/(^  +  i)  — /(^)  =  A^+'— A-^==  A^(A  —  i) 
et,  par  suite, 

/f=:A"(A-l)=:ûO. 

On  peut  donc  affirmer  que,  x  venant  à  croître  indéfiniment,  le  rapport 

A^ 

converge  vers  la  limite  =c,  et  il  en  résulte  que  l'exponentielle  A-^, 
lorsque  le  nombre  A  surpasse  l'unité,  finit  par  croître  beaucoup  plus 
rapidement  que  la  variable  x. 

Corollaire  III.  —  On  doit  observer,  au  reste,  qu'il  n'y  a  lieu  à  cher- 
cher par  le  théorème  I  la  valeur  du  rapport 

» 

correspondante  \\  x  =  ^,  que  dans  le  cas  où  la  fonction  f{x)  devient 
infinie  avec  la  variable  x.  Si  cette  fonction  restait  finie  pour  a?  —  oc, 

le  rapport  ■'        aurait  évidemment  zéro  pour  limite. 

Je  passe  au  théorème  qui  sert  à  déterminer  dans  plusieurs  cas  la 
valeur  de 

pour  ^  =  oc.  Voici  en  quoi  il  consiste  : 

Théorème  II.  —  Si,  la  fonction  f(x)  étant  positive  pour  de  très  grandes 

valeurs  de  x,  le  rapport 

/(^  +  0 

converge,  tandis  que  x  croit  indéfiniment,  vers  la  limite  k,  l'expression 
convergera  en  même  temps  vers  la  même  limite. 
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Démonstration.  —  Supposons  d'abord  que  la  quantité  k,  nécessai- 
rement positive,  ait  une  valeur  finie,  et  désignons  par  £  un  nombre 
aussi  petit  que  l'on  voudra.  Puisque  des  valeurs  croissantes  de  x  font 
converger  le  rapport 

vers  la  limite  k,  on  pourra  donner  au  nombre  h  une  valeur  assez  con- 
sidérable pour  que,  x  étant  égal  ou  supérieur  à  h,  le  rapport  dont  il 
s'agit  soit  constamment  compris  entre  les  limites 

k  —  £,     k  -{-  s. 

Cela  posé,  si  l'on  désigne  par  n  un  nombre  entier  quelconque,  cha- 
cune des  quantités 

./•(^+0        /{h +  2)  fjli  +  n) 

J\li)      '      /(A  4-1)'      ■"'     /(A  +  «-i)' 

et,  par  suite,  leur  moyenne  géométrique,  savoir 

L"7W~J  ' 

se  trouvera  comprise  entre  les  limites  k  —  z,  k  -h  i.  On  aura  donc 

1 


[ 


fUK 


k  -+-  ce, 


OL  étant  une  quantité  comprise  entre  les  limites  —  z,  -h  z.  Soit  main- 
tenant 

h  +  n:=.  X.     % 

L'équation  précédente  deviendra 


•-// 


et  l'on  en  conclura 

(5)  [/(^)r=[/(/or(^  +  «)' 
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De  plus,  pour  faire  croître  indéfiniment  la  valeur  de  œ,  il  suffira  de 
faire  croître  indéfiniment  le  nombre  entier /z,  sans  changer  la  valeur 
de  h.  Supposons,  en  conséquence,  que  dans  l'équation  (5)  on  con- 
sidère h  comme  une  quantité  constante,  et  x  comme  une  quantité 
variable  qui  converge  vers  la  limite  ce.  Les  quantités 

[/(/or,  i-|, 

renfermées  dans  le  second  membre,  convergeront  vers  la  limite  i,  et 
le  second  membre  lui-même  vers  une  limite  de  la  forme 

A-  -I-  a, 

a  étant  toujours  compris  entre  —  s  et  +  £,  Par  suite,  l'expression 

aura  pour  limite  une  quantité  comprise  entre  k  —  i  et  k -\- i.  Cette 
conclusion  devant  subsister,  quelle  que  soit  la  petitesse  du  nombre  £, 
il  en  résulte  que  la  limite  en  question  sera  précisément  la  quantité  k. 
I']n  d'autres  termes,  on  aura 

(6)  ]im[/{a^)f=k  =  Wm-y^^^'^' 

Supposons,  en  second  lieu,  la  quantité  k  infinie,  c'est-à-dire,  puisque 
cette  quantité  est  positive,  ^  =  oo.  En  désignant  alors  par  H  un  nombre 
aussi  grand  que  l'on  voudra,  on  pourra  toujours  attribuer  au  nombre  A 
une  valeur  assez  considérable  pour  que,  œ  étant  égal  ou  supérieur  à  h, 
le  rapport 

qui  converge  vers  la  limite  ce,  devienne  constamment  supérieur  à  H; 
et,  en  raisonnant  comme  ci-dessus,  on  établira  la  formule 


["^u^P"- 
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Si  maintenant  on  pose  h^-n^x,  on  trouvera,  au  lieu  de  l'équa- 
tion (5),  la  formule  suivante 

[/(•^)]'>[/(/0]'H     ■'•, 
de  laquelle  on  conclura,  en  faisant  converger  a?  vers  la  limite  ce, 

lim[/(^)]->H. 


La  limite  de  l'expression 


[/(^)r 


sera  donc  supérieure  au  nombre  H,  quelque  grand  qu'il  soit.  Cette 
limite,  supérieure  à  tout  nombre  assignable,  ne  peut  être  que  l'infini 
positif. 

Nota.  —  On  pourrait  facilement  démontrer  Téquation  ((>),  en  cher- 
chant par  le  théorème  I  la  limite  vers  laquelle  converge  le  logarithme 

et  repassant  ensuite  des  logarithmes  aux  nombres. 

Corollaire  I.  —  Pour  donner  une  application  du  ihéorème  II,  sup- 
posons 

f{x)  —'jc'. 


on  aura 


/(iC  +  l) X-^'l    I 


f{x)  X  X 

et,  par  suite,  en  passant  aux  limites, 

k—x. 
Donc,  si  Ton  fait-croître  indéfiniment  la  variable  x,  la  fonction 


2 
.r'' 


conversera  vers  la  limite  i. 
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Corollaire  IL  —  Soit,  en  second  lieu, 

en  sorte  que  P  désigne  un  polynôme  en  x  du  degré  n.  On  trouvera 

/  I \"        b  (  i\"-'         c   (  I 

/(j7+l)__         \  x)  X\  XJ  X-\  X 

f{x)      '~  ^  ^ 

X        x^ 


et,  en  passant  aux  limites. 


k—-—i 
a 


Si  donc  P  représente  un  polynôme  entier  quelconque,  P^  aura  pour 
limite  i. 


Corollaire  III. 

—  Soit  enfin 

f{x)  =  L{x). 

On  trouvera 

/(^  +  0_ 

_L(.  +  0_'^^"^-^K^-^i)_. 

.4-^) 

J\x)  L{x)  L{x)  L{x) 

et,  en  passant  aux  limites. 

Par  suite,  [L(ir)J'  a  encore  pour  limite  l'unité. 

Les  théorèmes  I  et  II  subsistent  évidemment  dans  le  cas  même  où 
la  variable  x  est  considérée  comme  ne  pouvant  admettre  que  des 
valeurs  entières.  En  effet,  pour  rendre  applicables  à  ce  cas  particulier 
les  démonstrations  que  nous  avons  données  des  deux  théorèmes,  il 
suffit  de  concevoir  que  la  quantité  désignée  par  h  dans  chacune  de 
ces  démonstrations  devienne  un  nombre  entier  très  considérable.  Si, 
dans  le  même  cas,  on  représente  les  valeurs  successives  de  la  fonc- 
tion /(:r)  correspondantes  aux  diverses  valeurs  entières  de  ^,  savoir 

/(I),     /(2),     /(3),      ...,     /(,0, 

par 

Al,     Ao,     A3,      •  •  • ,     Art, 
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on  obtiendra  à  la  place  des  théorèmes  I  et  H  les  propositions  sui- 
vantes : 

TiiÉORKMK  ni.  —  Si  la  suite  des  quantités 

A,,     Ao,     A3,     ...,     A„,     ... 

est  telle  que  la  différence  entre  deux  termes  consécutifs  de  cette  suite, 

savoir 

A/i-f-i       A„, 

converge  constamment,  pour  des  valeurs  croissantes  de  n,  i^ers  une  limite 
fixe  A,  le  rapport 

An 

n 
convergera  en  même  temps  vers  la  même  limite. 
Théorème  IV.  —  Si  la  suite  des  nombres 

Al,       A2,       A;j,        .  .  . ,       A„,        ... 

est  telle  que  le  rapport  entre  deux  termes  consécutifs,  savoir 

A/i-t-i 

"Â7' 

converge  constamment,  pour  des  valeurs  croissantes  de  n,  vers  une  limite 
fixe  A,  r expression 

(A„)" 
convergera  en  même  temps  vers  la  même  limite. 

Pour  montrer  une  application  du  dernier  théorème,  supposons 

A„r:=  I  .2  .3  .  .  .  «. 

La  suite  A, ,  A^,,  . . .  deviendra 

I,    1.2,     1.2.3,     ...,     1 .2.3. ..(«-- 1)/«,     ..., 

ef^le  rapport  entre  deux  termes  consécutifs  de  la  même  suite,  savoir 

A„^., 1 . 2 . 3  .../*(«  4-  I  ) 


I .2.3. . .« 


/«  +  I, 
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convergera  évidemment,  pour  des  valeurs  croissantes  de  n,  vers  la 
limite  ce.  Par  suite,  l'expression 

i  i 

(A„)":=(l.2.3...//)« 

converge  vers  la  même  limite. 

On  trouverait,  au  contraire,  que  l'expression 


\  .'i.i.  .  .n 


converge,  pour  des  valeurs  croissantes  de  n,  vers  la  limite  zéro. 

Souvent,  à  l'aide  des  théorèmes  I  et  II,  on  peut  déterminer  la  valeur 
singulière  que  reçoit  une  fonction  composée  de  la  variable  x,  tandis 
que  cette  variable  s'évanouit.  Ainsi,  par  exemple,  si  l'on  veut  obtenir 
la  valeur  singulière  de  x"^  correspondante  à  ic  =  o,  il  suffira  de  cher- 
cher la  limite  vers  laquelle  converge,  pour  des  valeurs  croissantes 

1 

de  X,  l'expression  (- J  =  —^-  Cette  limite,  en  vertu  du  théorème  II 

x'' 
(corollaire  I),  est  égale  à  l'unité. 

De  même,  on  conclurait  du  théorème  I  (corollaire  I)  que  la  fonc- 
tion 

a;\j{x) 

s'évanouit  avec  la  variable  x. 

Lorsque  les  deux  termes  d'une  fraclwn  sont  des  quantités  infiniment 
petites,  dont  les  valeurs  numériques  décroissent  indéfiniment  avec  celle 
de  la  variable  a,  la  valeur  singulière  que  reçoit  cette  fraction,  pour  a  =  o, 
est  tantôt  finie,  tantôt  nulle  ou  infinie.  En  effet,  désignons  par  k,  k'  deux 
constantes  finies  qui  ne  soient  pas  nulles,  et  par  £,  i'  deux  nombres 
variables  qui  convergent  avec  a  vers  la  limite  zéro.  Deux  infiniment 
petits,  l'un  de  l'ordre  n,  l'autre  de  l'ordre  n',  pourront  être  repré- 
sentés respectivement  par 

Aa"(i±c),         //a"'(i±£'). 
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et  leur  rapport,  savoir 


k'a"'(i±£')       A-'  }±s'  k'  i± 


çf^ti-n—- 


ii—n 


ka"-{i±  S.)  k    i±s  k    iJz  s   a 

aura  évidemment  pour  limite 

-y-i      SI  I  on  suppose     n'  =  n, 
k 

o,     si  l'on  suppose     «'>  n, 
±  oc,     si  l'on  suppose     n'<in. 

On  prouverait  de  même  que  la  limite  vers  laquelle  converge  le  rapport 
de  deux  quantités  infiniment  grandes,  tandis  que  leurs  valeurs  numé- 
riques croissent  indéfiniment  avec  celle  d'une  même  variable  x,  peut  être 
nulle, finie  ou  infinie.  Seulement,  cette  limite  a  un  signe  déterminé, 
constamment  égal  au  produit  des  signes  des  deux  quantités  que  l'on 
considère. 

Parmi  les  fractions  dont  les  deux  termes  convergent  avec  la  va- 
riable a  vers  la  limite  zéro,  on  doit  placer  la  suivante 

f{x  +  a)—f{x) 
__        _^  _, 

toutes  les  fois  qu'on  attribue  à  la  variable  x  une  valeur  dans  le  voisi- 
nage de  laquelle  la  fonction /(a;)  reste  continue.  En  effet,  dans  cette 

hypothèse,  la  différence 

f{x  +  o.)—f{x) 

est  une  quantité  infiniment  petite.  On  peut  même  remarquer  qu'elle 
est  en  général  un  infiniment  petit  du  premier  ordre,  en  sorte  que  le 
rapport 

a 

converge  ordinairement,  tandis  que  la  valeur  numérique  de  a  diminue, 

vers  une   limite   finie   différente  de   zéro.    Cette    limite    sera,   par 

exemple, 

IX,     si  l'on  prend    f{x)  =  x- 
et 

Tj.»     si  I  on  prend    f{x)^i~- 

OKnvres  de  C,  S.  M,  t,  UI.  Q 
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Dans  le  cas  particulier  où  l'on  suppose  x  —  o,  le  rapport 

/(  .a?  +  ot  )  —  /(  .X  ) 

(X 

se  réduit  à  cet  autre 

/(^)-/(o) 
a 

Parmi  les  rapports  de  cette  dernière  espèce,  nous  nous  bornerons  ici 

à  considérer  le  suivant 

sina 
a 

Comme  il  peut  être  mis  sous  la  forme 

sin(  —a) 

j 

—  a 

sa  limite  restera  la  même,  quel  que  soit  le  signe  de  a.  Cela  posé,  con- 
cevons que  l'arc  a  reçoive  une  valeur  positive  très  petite.  La  corde  de 
l'arc  double  2a  étant  représentée  par  2  sina,  on  aura  évidemment 

2  a  >-  2  sin  a  et,  par  suite, 

a  >  sina. 

De  plus,  la  somme  des  tangentes  menées  aux  extrémités  de  l'arc  2a 
étant  représentée  par  2tanga,  et  formant  une  portion  de  polygone 
qui  enveloppe  cet  arc,  on  aura  encore  2tanga>2a  et,  par  consé- 
quent, 

langa  >  a. 

En  réunissant  les  deux  formules  qu'on  vient  d'établir,  on  trouvera 

sin«  <  a  <  tanga; 

puis,  en  remettant  pour  tanga  sa  valeur, 

sina 
sma  <  a  < 

cosa 

e(,  par  suite, 

a  I 

I  <  -. —  < 


sina       cosa 


sina 

I  > >  cosa. 

a 
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Or,  tandis  que  a  diminue,  cosa  converge  vers  la  limite  i  :  il  en  sera 
donc  de  même  a  fortiori  du  rapport ^  toujours  compris  entre  i  et 

cosa,  en  sorte  qu'on  aura 

sina 

(-)  lim =1. 

La  recherche  des  limites  vers    lesquelles   convergent  les  rapports 

' >  '- étant  un  des  principaux  obiets  dui.alcul 

intinitésimal,  nous  ne  nous  y  arrêterons  pas  davantage. 

11  nous  reste  à  examiner  les  valeurs  singulières  des  fonctions  de 
plusieurs  variables.  Quelquefois  ces  valeurs  sont  complètement  déter- 
minées et  indépendantes  des  relations  que  l'on  pourrait  établir  entre 
les  variables.  Ainsi,  par  exemple,  si  l'on  désigne  par 

a,     6,     ac,     y 

quatre  variables  positives,  dont  les  deux  premières  convergent  vers  la 
limite  zéro  et  les  deux  dernières  vers  la  limite  ce,  on  reconnaîtra  sans 
peine  que  les  expressions 

n  a.  V 

ao,     xr,     - 1      '^5      y.y,     jc-y 

JJ  o 

ont  pour  limites  respectives 

o,        oc,         o,        oo,       o,        00. 

Mais  le  plus  souvent  la  valeur  singulière  d'une  fonction  de  plusieurs 
variables  ne  peut  être  entièrement  déterminée  que  dans  le  cas  parti- 
culier où,  en  faisant  converger  ces  variables  vers  leurs  limites  respec- 
tives, on  établit  entre  elles  certaines  relations;  et,  tant  que  ces  rela- 
tions ne  sont  pas  fixées,  la  valeur  singulière  dont  il  s'agit  est  une 
quantité  ou  totalement  indéterminée,  ou  seulement  assujettie  à  rester 
comprise  entre  des  limites  connues.  Ainsi,  comme  on  l'a  remarqué 
plus  haut,  la  valeur  singulière  à  laquelle  se  réduit  le  rapport  de  deux 
variables  infiniment  petites,  dans  le  cas  où  chacune  de  ces  variables 
s'évanouit,  peut  être  une  quantité  quelconque  finie,  nulle  ou  infinie. 
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En  d'autres  termes,  cette  valeur  singulière  sera  complètement  indé- 
terminée. Si,  au  lieu  de  deux  variables  infiniment  petites,  on  consi- 
dère deux  variables  infiniment  grandes,  on  trouvera  que  le  rapport 
de  ces  dernières,  tandis  que  leurs  valeurs  numériques  croissent  indé- 
finiment, converge  encore  vers  une  limite  arbitraire,  mais  positive  ou 
négative,  suivant  que  les  deux  variables  sont  de  même  signe  ou  de 
signes  contraires.  Il  est  également  facile  de  s'assurer  que  le  produit 
d'une  variable  infiniment  petite  par  une  variable  infiniment  grande  a 
pour  limite  une  quantité  complètement  indéterminée. 

Afin  de  présenter  une  dernière  application  des  principes  qu'on 
vient  d'établir,  cberchons  quelles  valeurs  il  faut  attribuer  aux  variables 
X  et  y  pour  que  la  valeur  de  la  fonction 

devienne  indéterminée.  Si  l'on  désigne  par  A  un  nombre  supérieur  à 
l'unité,  et  par  L  la  caractéristique  des  logarithmes  dans  le  système 
dont  la  base  est  A,  on  aura  évidemment 

et,  par  suite. 


1        LJ->1> 


Or  il  est  clair  que  l'expression 


L(.r) 
A  -^^ 


convergera  vers  une  limite  indéterminée,  lorsque  le  rapport 

X 

convergera  lui-même  vers  une  semblable  limite,  ce  qui  arrivera  dans 
deux  cas  différents,  savoir  :  i**  lorsque  L(j')  et  x  seront  deux  quan- 
tités infiniment  petites,  c'est-à-dire  lorsque  x  et  j  auront  pour  limites 
respectives  o  et  r;  2"  lorsque  L(7)  qXx  seront  deux  quantités  infini- 
ment grandes,  c'est-à-dire  lorsque,  x  ayant  une  limite  infinie,  y  aura 
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pour  limite  o  ou  oo.  II  est  bon  d'observer  que,  dans  l'un  et  l'autre  cas, 
la  limite  indéterminée  de  l'expression 

I.  (VI  _!_ 

A  -  =  r 

sera  nécessairement  positive.  Il  peut  même  arriver  que  cette  limite 
soit  assujettie  à  demeurer  comprise  entre  les  valeurs  extrêmes  o  et  i, 
ou  bien  entre  les  suivantes  i  et  ce.  Concevons,  par  exemple,  que  cha- 
cune des  variables  x  et  y  converge  vers  la  limite  ce.  Dans  ce  cas,  la 

limite  du  rapport 

L(.y) 

as 

1  1.  (.y) 

étant  une  quantité  positive  quelconque,  celle  dey'  —  A  ^  ne  pourra 
être  qu'une  quantité  moyenne  entre  i  et  co.  Cette  moyenne  sera  d'ail- 
leurs indéterminée,  tant  que  l'on  n'établira  pas  entre  les  variables 
infiniment  grandes  x  et  y  de  relatipn  particulière.  Mais,  si  l'on  suppose 

/(y)  désignant  une  fonction  qui  croisse  indéfiniment  avec  la  va- 
riable X,  alors  la  moyenne  dont  il  s'agit,  n'étant  autre  chose  que  la 

limite  de 

1 

obtiendra  une  valeur  déterminée,  que  l'on  pourra  souvent  calculer  à 
l'aide  du  théorème  II. 

Si,  au  lieu  de  la  fonction  y',  on  eût  considéré  la  suivante 

on  aurait  trouvé  que  cette  dernière  devient  indéterminée  :  i"  lorsque 
la  variable  y  converge  vers  la  limite  i  et  la  variable  x  vers  l'une  des 
suivantes  —  co,  -h  ce;  2"  lorsque,  la  variable  x  ayant  zéro  pour  limite, 
y  converge  vers  zéro  ou  vers  l'infini  positif. 

Quelquefois  on  rencontre  dans  le  calcul  des  expressions  singulières 
qui  ne  peuvent  être  considérées  que  comme  des  limites  vers  lesquelles 
convergent  des  fonctions  de  plusieurs  variables,  tandis  que  ces  mêmes 
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variables  deviennent  infiniment  petites  ou  infiniment  grandes,  ou 
même,  plus  généralement,  convergent  vers  des  limites  fixes.  Telles 
sont,  par  exemple,  les  expressions 


o  X  o,       -■>       oc  X  oc,       —5       O  X  X,      o",       I"",       ..., 
o  ce 

parmi  lesquelles  on  doit  regarder  les  deux  premières  comme  les  limites 
vers  lesquelles  convergent  le  produit  et  le  rapport  de  deux  variables 
infiniment  petites,  les  deux  suivantes  comme  les  limites  du  produit 
et  du  rapport  de  deux  variables  positives  infiniment  grandes,  etc.  Si 
l'on  considère  en  particulier  les  expressions  singulières  que  pro- 
duisent les  fonctions 

1 

.T  - 

oc  +  Y,     XY,     ->     y^,    y-^, 

on  trouvera  que  les  valeurs  de  ces  mêmes  expressions,  lorsque  les 
variables  restent  indépendantes,  peuvent  être  aisément  fixées  par  ce 
qui  précède.  Les  équations  qui  serviront  à  déterminer  ces  valeurs 
seront  respectivement 

Pour 

les 
fonctions 

a;  -h  Y      00  -h  oc  z=z  ce,  oc  —  oo  tz:  M  (  (  —  oc,  +  oc  )  )  ; 

o  X  o  r=:  o,  O  X  00 --  O  X  —  oc  =z:  M((—  00,    -f- oc)), 


.ry 


ocXoc=  —  OCX  —  ocrroo,  oox 


O  ,»//  XV  o  O  00  —  00 

-   —  M((—  GC,    +00)),  -—   —  o,  -    =    =±00, 

,j-        1  o  oc         - —  oc  OU 

'_        < 

y  I    ce  —  'X>  ,..,  ,  00  —  00  ,, 

_.  ^ _^^      ^  ^  , ^ .  =M(  -O),  o)); 

\    00  —  00  —  00  00 

(    0»rz:a)''=M((0,  oc)),  O^  =i  oc~  "  =  O , 

(   O-  ■"  —  00*  =:  00,  I  "  =  1  -  "  =  M  ((  O,  00  ))  ; 


)•' 


i   o"=:oc"rj:0    OU    00,  O"  —  OC"' "  =  M  ((  O,  l)), 

.-*z=oc*z--M((i,oc)),  i"=M((o,  oc)). 
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CHAPITRE  m. 

DKS  F0NCTIO>'S  SYMÉTRIQUES  ET  DES  FONCTIONS  ALTERNÉES.  L'SAGE  DE  CES  FONCTIONS 
POUR  LA  RÉSOLUTION  DES  ÉQUATIONS  DU  PREMIER  DEGRÉ  A  UN  NOMBRE  QUELCONQUE 
d'inconnues,    des    FONCTIONS    HOMOGÈNES. 


§  I.    —    Des  fondions  symétriques.  / 

Une  fonction  symétrique  de  plusieurs  quantités  est  celle  qui  con- 
serve la  même  valeur  et  le  même  signe  après  un  échange  quelconque 
opéré  entre  ces  quantités.  Ainsi,  par  exemple,  chacune  des  fonc- 
tions 

x-\-y,     xy-\-y^,     ^y^i     sin^  4- sin/ +  sin^, 

est  symétrique  par  rapport  aux  variables  qu'elle  renferme,  tandis  que 

X  —  r,     x^  ^ 

sont  des  fonctions  non  symétriques  des  variables  x  et  r.  De  même 
encore 

b  -\-  c,     h-  +  C',     bc, 

sont  des  fonctions  symétriques  des  deux  quantités  h,  c; 

b  -\-  c  -\-  d,     Z>-  +  c^  4-  d',     bc  -\-  bd  -\-  cd,     bcd 

sont  des  fonctions  symétriques  des  trois  quantités  />,  c,  d; 

Parmi  les  fonctions  symétriques  de  plusieurs  quantités  ^,  c,  ..., 
g,  h,  on  doit  distinguer  celles  qui  servent  de  coefficients  aux  diverses 
puissances  de  a  dans  le  développement  du  produit 

{a— b){a  —  c).  ..{a  — g){a  — II), 

et  dont  les  propriétés  conduisent  à  une  solution  très  élégante  de  plu- 
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sieurs  équations  du  premier  degré  entre  n  variables  x,  y,  z,  . . . ,  u,  c, 
lorsque  ces  équations  sont  de  la  forme 

oc       -\-      y      +      z       + .  .  .  4-       u       4-       t'       =  A'o, 
a  .T      -\-  b  y      -i-  c  z      -+- .  .  .-\-  g  u      -\-  h  i>      ^-  A'i, 
(i)  '  (7-^      -T- b-y      -hc-^      +...  +  ^^«      +A-('      =  A-2, 


En  effet,  soient 

A,,-2  =  —  ( ^  +  c  + . . .  4- i?  + /O, 

A„_3  =  bc  -h  .  .  .  ■+-  bg  +  b/i  + .  .  .  -h  cg  +  ch  -^ .  . .  -Jr  g/i, 

> 

Ao     —±bc...gh 

les  fonctions  symétriques  dont  il  s'agit,  en  sorte  qu'on  ait 

a"-'4- A„_2a'*-2  4-.  ..  4- A,r/4- Au=(«  —  ^')(rt  —  c)(a  — ^/) 

Si,  dans  cette  dernière  formule,  on  remplace  successivement  a  par 
h,  par  c,  ... ,  par  g,  par  h,  on  trouvera 

Z^"-' 4- A„_2  6"— -4-. .  .  + Ajè  +  A0--0, 
f.n-1  _|_  ^^^_^  c"--  4-.  .  .4- A,c  4- A0--0, 


g"-'  +  A„_2  ^"-  -  4- . . .  4-  Al  5'  4-  Ao=  o, 
h"-^  4- A„ _,/<"-' 4-. .  .4- AiA  4- A„=:o. 

Si  l'on  ajoute  ensuite  membre  à  membre  les  équations  (i),  après  avoir 
multiplié  la  première  par  Ao,  la  seconde  par  A, ,  . . . ,  l'avant-dernière 
par  A„_o,  et  la  dernière  par  l'unité,  on  obtiendra  la  suivante 

(«"-•4-A„_2a"-"^4-.  . .+  A,«  4-Ao)^==  A'„_,4- A„_2Â-,,_2  4-. .  .  + A,/., 4- Ao^o» 

et  l'on  en  conclura 

_  A-  „   1  —  (  /^  4-  r  -f- . . .  ^-  ^'  H-  /^  ^ n -2  ■+-  (  ic  -<- . .  •  -*-  ^^  4-  f»//  4- . . .  4-  c^  4-  cA  4- . . .  4-  g'//  )  A-,,  _  3  — - . . .  ±  /; 6' . . .  g  // .  A  0 

(2)    X-  („_/,^(«_.  c)...(a--)(«-/0 
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On  déterminerait  par  un  procédé  analogue  les  valeurs  des  autres 
inconnues  y,  z,  . . . ,  u,  ç. 

Lorsque,  dans  les  équations  (i),  on  substitue  aux  constantes 

^0»         "1>         "2>         •  •  •  >        ""«-1 

les  puissances  entières  successives  d'une  même  quantité  k,  savoir 

la  valeur  trouvée  pour  x  se  réduit  à 

^k-b){k-c)...{k-g){k-h) 
^    '  {a  —  b){a  —  c)...{a  —  g){a  —  h)' 

§  II.  —   Des  fonctions  alternées. 

Une  fonction  alternée  de  plusieurs  quantités  est  celle  qui  change  de 
signe,  mais  en  conservant  au  signe  près  la  même  valeur,  lorsqu'on 
échange  deux  de  ces  quantités  entre  elles;  en  sorte  que,  par  une 
suite  de  semblables  échanges,  la  fonction  devienne  alternativement 
positive  et  négative.  D'après  cette  définition, 

^— 7,     xy'^  —  oc^y,     L(  — U      sin^  — siny, 

sont  des  fonctions  alternées  des  deux  variables  x  et  j; 

{x—y){x  —  z){y  —  z) 

est  une  fonction  alternée  des  trois  variables  x,  y,  z,  et  ainsi  de  suite. 
Parmi  les  fonctions  alternées  de  plusieurs  variables 

X,     y,     z,     ...,     u,     ç, 

on  doit  distinguer  celles  qui  sont  rationnelles  et  entières  par  rapport 
à  chacune  de  ces  mêmes  variables.  Supposons  une  semblable  fonction 

OEucresde  C.  —  S.  U,  t.  \\\.  lO 
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développée  et  mise  sous  la  forme  d'un  polynôme.  Un  de  ses  termes, 
pris  au  hasard,  sera  de  la  forme 

p,  q,  r,  . . .,  s,  t  désignant  des  nombres  entiers,  et  k  un  coefficient 
quelconque.  De  plus,  la  fonction  devant  changer  de  signe,  mais  con- 
server au  signe  près  la  même  valeur,  après  l'échange  mutuel  des 
deux  variables  x  et  j,  il  faudra  de  toute  nécessité  qu'au  terme  dont 
il  s'agit  corresponde  un  autre  terme  de  signe  contraire 

déduit  du  premier  en  vertu  de  cet  échange.  La  fonction  se  composera 
donc  de  termes  alternativement  positifs  et  négatifs,  qui,  réunis  deux 
à  deux,  produiront  des  binômes  de  la  forme 

kxPyiz''. .  .u^v^—  kx'iyPz''.  .  .aU'^=:  k{x''y'i  —  x'i yP)z^' . .  .uU>K 

Dans  chaque  binôme  de  cette  espèce,  p,  q  seront  nécessairement  deux 
nombres  entiers  distincts  l'un  de  l'autre,  et,  comme  la  différence 

xPyi —  xiyP 

est  évidemment  divisible  par  y  —  x  ou,  ce  qui  revient  au  même,  par 
x—y,  il  en  résulte  que  chaque  binôme,  et  par  suite  la  somme  des 
binômes  ou  la  fonction  proposée,  sera  divisible  par 

±(/  — ^). 

Comme  on  peut  d'ailleurs,  dans  les  raisonnements  qui  précèdent,  sub- 
stituer aux  variables  x,  y  deux  autres  variables  quelconques  oc  ai  z 
ou  y  et  -,  . . . ,  on  obtiendra  définitivement  les  conclusions  suivantes  : 
i"  Une  fonction  alternée,  mais  entière,  de  plusieurs  variables  a?,  j, 
z,  . . . ,  Uy  V,  est  composée  de  termes  alternativement  positifs  et  néga- 
tifs, dans  chacun  desquels  les  diverses  variables  ont  toutes  des  expo- 
sants différents; 
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2*^  Une  semblable  fonction  est  divisible  par  le  produit  des  diffé- 
rences 

t{j  —  x),     ±{z--œ),      ...,     ±{u  —  or;),     ±{v  —  a;), 

±{z-y),      ...,     ±(«-7),     ±(i'-j), 

(0  {  ...,     ±{n-z),     ±:{ç-z), 

>      > 

±{v-u), 

prises  chacune  avec  tel  signe  que  l'on  voudra. 

Le  produit  dont  il  est  ici  question,  ainsi  qu'on  peut  aisément  le 
reconnaître,  est  lui-même  une  fonction  alternée  des  variables  que 
Ton  considère.  Pour  le  prouver,  il  suffît  de  faire  voir  que  ce  produit 
change  de  signe,  en  conservant  au  signe  près  la  même  valeur,  après 
l'échange  mutuel  de  deux  variables,  x  et  y  par  exemple.  Or,  en  effet, 
suivant  que  l'on  adopte  pour  chaque  différence  le  signe  -f-  ou  le. 
signe  —,  ce  produit  se  trouve  égal  soit  à  +  cp,  soit  à  —  9,  la  valeur 
de  9  étant  déterminée  par  l'équation 

(2)     Ç3— -(r  —  ^)  {z  —  x).  .  .{u  —  œ)  {v  —  x)-X  {z  —  v).  .  .(//— j)  (r  —y)  x  .  . .  x  {v  —  u) 

et,  comme  il  est  évident  que  cette  valeur  de  9  change  seulement  de 
signe  en  vertu  de  l'échange  mutuel  des  variables  x  et  y,  on  peut  con- 
clure qu'il  en  sera  de  même  d'une  fonction  équivalente  soit  à  -+-  o, 
soit  à  —  9. 

Concevons,  pour  fixer  les  idées,  que  l'on  prenne  chacune  des  diffé- 
rences (i)  avec  le  signe  -t-.  Le  produit  de  toutes  ces  différences  sera 
la  fonction  9  déterminée  par  l'équation  (2)  ou,  ce  qui  revient  au 
même,  par  la  suivante 

(3)     o  =  {y  —  a^)xiz  —  a'){z-y)x...x{v  —  a:){v~y){s-—z)...(v~u). 

Si,  de  plus,  on  appelle  n  le  nombre  des  variables  x,  y,  z-,  . . . ,  u,  r,  ' 
n  —  i  sera  évidemment  le  nombre  des  différences  qui  renferment  une 
même  variable  :  et  par  suite,  dans  chaciue  terme  de  la  fonction  o  déve- 
loppée et  mise  sous  la  forme  d'un  polynôme,  l'exposant  d'une  variable 
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cfuciconque  ne  pourra  surpasser  n  —  i.  Enfin,  comme  dans  un  même 
terme  les  diiïérentes  variables  devront  être  affectées  d'exposants  dif- 
férents, il  est  clair  que  ces  exposants  seront  respectivement  égaux 

aux  nombres 

o,     I,     2,     3,      ...,     n  —  i. 

Chaque  terme,  abstraction  faite  du  signe  et  du  coefficient  numérique, 
sera  donc  équivalent  au  produit  des  diverses  variables  rangées  dans 
un  ordre  quelconque,  et  respectivement  élevées  aux  puissances  mar- 
quées par  les  nombres  o,  i,  2,  3,  ...,  n  —  i.  On  doit  ajouter  que 
chaque  produit  de  cette  espèce  se  trouvera  compris  une  seule  fois, 
tantôt  avec  le  signe  +,  tantôt  avec  le  signe  —,  dans  le  développement 
de  la  fonction  ç.  Par  exemple,  le  produit 


^"/'. 


ne  pourra  être  formé  que  par  la  multiplication  des  premières  lettres 
des  facteurs  binômes  qui  composent  le  second  membre  de  l'équa- 
tion (3). 

A  l'aide  des  principes  que  nous  venons  d'établir,  il  est  facile  de  con- 
struire en  entier  le  développement  de  la  fonction  tp,  et  de  démontrer 
ses  diverses  propriétés  (^voir  à  ce  sujet  la  Note  IV).  Nous  allons  main- 
tenant faire  voir  comment  on  se  trouve  conduit,  par  la  considération 
d'un  semblable  développement,  à  la  résolution  des  équations  géné- 
rales du  premier  degré  à  plusieurs  variables. 

Soient  ' 


UqX 

-rKy 

-HCo- 

-+-. 

■  •  +  ^0  « 

-H  /«o  <' 

Ay, 

a^x 

+  ^i7 

+  Ci5 

■4-.  . 

■  •  +  ^1  « 

+  h.^v 

=  A'„ 

a^x 

+  627 

-+-C.2  5 

4-.  . 

•  4-  ^2  « 

■+-  h:^v 

^k„ 

(4) 

a^-ix  4-  ba-iy  4-  C„_i  Z+...  +  gn-i  II  -+-  hn-i  V  =  kn-x 

n  équations  linéaires  entre  les  n  variables  ou  inconnues 

Xf       y  y       Zf        •  •  '  y       1^1  *'> 
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et  les  constantes 


«0> 

bç>, 

<^0j 

•  •  ,        ^0, 

/'o, 

"0» 

a^, 

bu 

Cl, 

•  •  >        Ô^l) 

A„ 

A'., 

«2, 

b,. 

<^2» 

•  •  >        o'2> 

A2, 

A-2, 

'«— 1>        ^re— 1> 


""/i— 1>        "rt-l>        l^n—ly 


choisies  arbitrairement.  Représentons,  en  outre,  par  P  ce  que  devient 
la  fonction  ^  lorsqu'on  y  remplace  les  variables 

•^>    y  >    •^j     •  •  •  )    ^^>    '^' 
par  les  lettres 

a,     b,     c,      ...,     ff,     h 
considérées  comme  autant  de  nouvelles  quantités,  en  sorte  qu'on  ait 

(5)     P  =  {b  —  a)x{c-a){c-b)x...x{h  —  a){h  —  b){k-c)...{h-ff). 

Le  produit  P  sera  la  fonction  alternée  la  plus  simple  des  quan- 
tités a,  b,  c,  ...,  g,  h;  et,  si  l'on  développe  cette  fonction  par  la 
multiplication  algébrique  de  ses  facteurs  binômes,  chaque  terme  du 
développement  sera  équivalent,  au  signe  près,  au  produit  de  ces 
mêmes  quantités  rangées  dans  un  certain  ordre,  et  respectivement 
élevées  à  des  puissances  marquées  par  les  exposants  o,  i,  2,  3,  ..., 
n  —  i.  Cela  posé,  concevons  que  dans  chaque  terme  on  remplace  les 
exposants  des  lettres  par  des  indices,  en  écrivant,  par  exemple, 

aobiC^.-.gn-thn-u 

au  lieu  du  terme 

et  désignons  par  D  ce  que  devient  alors  le  développement  du  pro- 
duit P.  La  quantité  D  aura  évidemment,  tout  comme  le  produit  P,  la 
propriété  de  changer  de  signe  lorsqu'on  échangera  entre  elles  deux 
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des  lettres  données,  par  exemple  les  deux  lettres  a  et  h.  Il  est  aisé 
d'en  conclure  que  la  valeur  de  D  sera  réduite  à  zéro,  si  l'on  écrit  dans 
tous  ses  termes  la  lettre  Z>  à  la  place  de  la  lettre  a,  sans  écrire  en  même 
temps  «  à  la  place  de  h.  Il  en  serait  de  même  si  l'on  écrivait  partout  à 
la  place  de  la  lettre  a  l'une  des  lettres  c,  . ..,  g,  à.  Par  suite,  si,  dans 
le  polynôme  D,  on  désigne  la  somme  des  termes  qui  ont  «„  pour 
facteur  commun  par  A^ao,  la  somme  des  termes  qui  renferment  le 
facteur  a^  par  A, a,,  ...  ;  enfin  la  somme  des  termes  qui  ont  pour  fac- 
teur a,^_^  par  A„_,«,^_,,  en  sorte  que  la  valeur  de  D  soit  donnée  par 
l'équation 

(6)  D  =  Ao«o+ Ai«i  + A2(72  +  -  • .  + A„_i<7,,_i, 

on  trouvera,  en  écrivant  successivement  dans  le  second  membre  de 
cette  équation  les  lettres  b,  c,  . . . ,  g,  h  h  \a  place  de  la  lettre  a, 

!   O  r=  Ao^^oH-  Ai/>,  +  Aa^î  +•  •  •+  A„_i^„_i, 
\  0  =  AqCo  +  A, Cl  +  A2C2  -I-. .  .+ A„_iC„_,, 

(7)  {  : ' 

i  0:=  Ao,A^o  +  Ai^i^A2^2  4-..  .4-A„_i^A'„_i, 
1  o  =  Ao/<o  + A,//i  -}-  A-ih-i-i-.  .  .-f-A„_i /<„_!• 

Supposons  maintenant  qu'on  ajoute  membre  à  membre  les  équa- 
tions (4),  après  avoir  multiplié  la  première  par  Aq,  la  seconde  par  A,, 
la  troisième  par  Ao,  ...,  la  dernière  par  A,j_,.  On  verra,  dans  cette 
addition,  les  coefficients  des  inconnues  r,  z,  ...,  w,  ç  disparaître 
d'eux-mêmes  en  vertu  des  formules  (7),  et  l'on  obtiendra  définitive- 
ment l'équation 

D^r=  Ao/.oH- A,A-i  + A2A-2  +  .  .  .4- Art_, /.•„_!, 

de  laquelle  on  conclura 

g  ^  _  A_„ /.o4- Ai/>i-f- AoA-j  +  ...-+-  A„-iÂ'„_,  ^ 

Comme  d'ailleurs  des  deux  (juantités 

D     et    Ao/.o4- A,X-,  +  A2A-2  +  . .  .4-A„_, /.„_, 
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la  première  est  ce  que  devient  le  développement  du  produit 

{b  —  a)  X  (c  —  a){c  —  b)  X.  .  .X  {h  —  a)  {h  —  b)  {h  —  c). .  .{h  —  g-), 

lorsque  dans  ce  développement  on  remplace  les  exposants  des  lettres 
par  des  indices,  et  la  seconde,  ce  que  devient  la  quantité  D,  équiva- 
lente au  second  membre  de  la  formule  (G),  lorsqu'on  y  substitue  la 
lettre  ^  à  la  lettre  a,  il  en  résulte  que  la  valeur  de  x  peut  être  censée 
déterminée  par  l'équation 

_  (b  —  /c)x  (c  —  k)  {c  —  b)  X  . . .  X  {h  —  k)  (h  —  b)  (h  -  c) . .  .{h  —  g) 
^9)     ^—  {b  —  a)x{c-a){c  —  b)x...x{h-a){h~b){/i-c)...{h  —  gy 

pourvu  que  l'on  convienne  de  développer  les  deux  termes  de  la  frac- 
tion qui  forme  le  second  membre,  et  de  remplacer  dans  chaque  déve- 
loppement les  exposants  des  lettres  par  des  indices.  La  valeur  que 
l'équation  (9)  prise  à  la  lettre  semble  fournir  pour  l'inconnue  x, 
n'étant  pas  exacte  et  ne  pouvant  le  devenir  que  par  suite  des  modifi- 
cations énoncées,  est  ce  que  nous  nommerons  une  valew  symbolique 
de  cette  inconnue. 

La  méthode  qui  nous  a  conduits  à  la  valeur  symbolique  de  x  four- 
nirait également  celles  des  autres  inconnues.  Pour  montrer  une 
application  de  cette  méthode,  supposons  qu'il  s'agisse  de  résoudre 
les  équations  linéaires 

[a^x  +  b^y  -h  Co-  =  k^, 

(10)  I    a,^  4-  ^1  r  -h  C,^  rr  A'i, 

(  a-^x -Y-b^y -\-c^zz=Lk^. 

On  trouvera  dans  cette  hypothèse,  pour  la  valeur  symbolique  de  Tin- 
connue  X, 

P        {b-a){c-a){c-b) 

(11)  < 
■      _  k^'b^e-—  k''b'^c^-\-  k^  h^  c^  ^  Iji  ij^ ci  ^  k^b'>c^—  k'-b^Cp  _ 

~  a'>b^c'—  a^b^c^-h  a^  b^c'>— a^ b'^c'-h  a'-b^c' —  a^b^c^' 
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et  par  suite,  la  valeur  véritable  de  la  même  inconnue  sera 

_  kobiC^—  knh,Ci-h  kib^Cp—  k^boC^-\-  k^b^Ci—  k^b^Cp 
aobiC^—  aQbiCi-h  a^  b^ Cy  —  «i  60 c^  4-  «2  ^0 ^1  —  <^2  ^i Co 

Nota.  —  Lorsque,  dans  les  équations  (4),  on  remplace  les  indices 
des  lettres  a,  b,  c,  . .. ,  g,  h,  k  par  des  exposants,  la  valeur  symbo- 
lique de  X  donnée  par  l'équation  (9)  devient  évidemment  la  valeur 
véritable,  et  coïncide,  comme  on  devait  s'y  attendre,  avec  celle  que 
fournit  la  formule  (3)  du  §  L 

§  IIL    —   Des  fonctions  homogènes. 

Une  fonction  de  plusieurs  variables  x,  y,  z,  ...  est  homogène 
lorsque,  t  désignant  une  nouvelle  variable  indépendante  des  pre- 
mières, le  changement  de  x  en  tx,  de  y  en  ty,  de  s  en  /s,  ...  fait 
varier  cette  fonction  dans  le  rapport  de  l'unité  à  une  puissance  déter- 
minée de  t,  et  l'exposant  de  cette  puissance  est  ce  qu'on  nomme  le 
degré  de  la  fonction  homogène.  En  d'autres  termes, 

f{x,y,z,  ...) 

sera  une  fonction  homogène  du  degré  a  par  rapport  aux  variables  x, 
y,  z,  . . . ,  si  l'on  a,  quel  que  soit  /, 

(i)  f{tx,ty,tz,  ...)^l^f{x,y,z,  ...)• 

Ainsi,  par  exemple, 


X 


^+xy^y^,     \Jxy,     ly  —  L 


sont  trois  fonctions  homogènes  des  variables  x  et  j,  la  première  du 
second  degré,  la  deuxième  du  premier  degré,  et  la  troisième  d'un 
degré  nul.  Une  fonction  entière  des  variables  a;,  j,  z,  ...,  composée 
de  termes  tellement  choisis,  que  la  somme  des  exposants  des  diverses 
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variables  soit  la  même  dans  tous  les  termes,  est  évidemment  homo- 
gène. 

Si,  dans  la  formule  (i),  on  fait  t  =  --  on  en  conclura 

Cette  dernière  équation  établit  une  propriété  des  fonctions  homo- 
gènes qu'on  peut  énoncer  de  la  manière  suivante  : 

Lorsqu'une  fonction  de  plusieurs  variables  x,  y,  z,  . . .  est  homogène, 
elle  équivaut  au  produit  de  l'une  quelconque  des  variables  élevée  à  une 
certaine  puissance  par  une  fonction  des  rapports  entre  ces  mêmes  variables 
combinées  deux  à  deux. 

On  peut  ajouter  que  cette  propriété  appartient  exclusivement  anx 
fonctions  homogènes.  Et,  en  effet,  supposons  f{x,  y,  z,  .  .  .)  équi- 
valente au  produit  de  x"^  par  une  fonction  des  rapports  entre  les 
variables  x,  j,  z,  ...  combinées  deux  à  deux.  Comme  on  pourra 
exprimer  tous  ces  rapports  au  moyen  de  ceux  qui  ont  x  pour  déno- 
minateur, en  écrivant,  par  exemple,  au  lieu  de  —  ? 


il  en  résulte  que  la  valeur  <[ièf{x,y,  z, ...)  sera  donnée  par  une  équa- 
tion de  la  forme 

Cette  équation  devra  subsister,  quelles  que  soient  les  valeurs  de  x,  y, 
z,  ...  ;  et,  si  l'on  y  remplace 

jc  par  tœ,    -y  par  ty,     z  par  Iz,     ..., 
elle  deviendra 

f{tx,ty,tz,  ...)=zt''x''o(^,-,  ■••V 

OEuvresde  C—  S.  Il,  t.  IM.  II 
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Par  suite,  on  aura,  quel  que  soit  /,  dans  Thypothëse  admise, 

f{tx,tY,  tz,  ...)  —  t''f{x,y,  :.,  .  ..), 

ou,  en  d'autres  termes, 

f{x,y,:;  ...) 

sera  une  fonction  homogène  du  degré  a  par  rapport  aux  variables  d\ 
y,  z,  .... 
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CHAPITRE  IV. 

DÉTERMINATION    DES    FONCTIONS    ENTIÈRES,    d'aPRÈS    UN    CERTAIN    NOMBRE    DE    VALEURS 
PARTICULIÈRES    SUPPOSÉES    CONNUES.    APPLICATIONS. 


§  I.  —  Recherche  des  fonctions  entières  d'une  seule  variable, 
pour  lesquelles  on  connaît  un  certain  nombre  de  valeurs  par- 
ticulières. 

Déterminer  une  fonction  d'après  un  certain  nombre  de  valeurs  par- 
ticulières supposées  connues,  c'est  ce  qu'on  appelle  interpoler.  Lors- 
qu'il s'agit  d'une  fonction  d'une  ou  de  deux  variables,  cette  fonction 
peut  être  considérée  comme  l'ordonnée  d'une  courbe  ou  d'une  sur- 
face, et  le  problème  de  V interpolation  consiste  à  fixer  la  valeur  géné- 
rale de  cette  ordonnée  d'après  un  certain  nombre  de  valeurs  particu- 
lières, c'est-à-dire  à  faire  passer  la  courbe  ou  la  surface  par  un  certain 
nombre  de  points.  Cette  question  peut  être  résolue  d'une  infinité  de 
manières,  et  en  général  le  problème  de  l'interpolation  est  indéter- 
miné. Toutefois,  l'indétermination  cessera  si,  à  la  connaissance  des 
valeurs  particulières  de  la  fonction  cherchée,  on  ajoute  la  condition 
expresse  que  cette  fonction  soit  entière,  et  d'un  degré  tel  que  le 
nombre  de  ses  termes  devienne  précisément  égal  au  nombre  des 
valeurs  particulières  données. 

Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  l'on  considère  d'abord  les  fonc- 
tions entières  d'une  seule  variable  x.  On  établira  facilement  à  leur 
égard  les  propositions  suivantes  : 

Théorème  I.  —Si  une  fonction  entière  de  la  variable  x  s'évanouit  pour 
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une  valeur  particulière  de  cette  variable,  par  exemple  pour  ^  =  x,,,  elle 
sera  divisible  algébriquement  par  x  —  Xç^. 

ÏHÉORÈMi:  II.  —  Si  une  fonction  entière  de  la  variable  x  s'évanouit 
pour  chacune  des  valeurs  de  x  comprises  dans  la  suite 

•^Oj        "^V^        "^2>         •  •  •  >        •^«  — 1> 

n  désignant  un  nombre  entier  quelconque,  elle  sera  nécessairement  divi- 
sible par  le  produit 

y.  OC  *-*' 0  /   \  1  /   V  *X  0  )  *  •   •(<-*    ""       •-*.'  n 1  /  • 

\ 

Soient  maintenant  o(x)  et  ']^{x)  deux  fonctions  entières  de  la 
variable  x,  l'une  et  l'autre  du  degré  n  —  t,  et  qui  deviennent  égales 
entre  elles  pour  chacune  des  n  valeurs  particulières  de  x  comprises 
dans  la  suite  x^,  x^,  x.^,  ...,  x,^_f.  Je  dis  que  ces  deux  fonctions  seront 
identiquement  égales,  c'est-à-dire  qu'on  aura,  quel  que  soit  ic, 

et,  en  effet,  si  cette  égalité  n'avait  pas  lieu,  on  trouverait  dans  la  dif- 
férence 

(];(.ic)  —  o{x) 

un  polynôme  entier  dont  le  degré  ne  surpasserait  pas  «  —  i,  mais  qui, 
s'évanouissant  pour  chacune  des  valeurs  de  x  ci-dessus  mentionnées, 
aérait  pourtant  divisible  par  le  produit 

c'est-â-dire  par  un  polynôme  du  degré  n,  ce  qui  est  absurde.  On  serait 
assuré  a/ortioride  l'égalité  absolue  des  deux  fonctions  9(3?)  qI'\^(x), 
si  l'on  savait  qu'elles  deviennent  égales  entre  elles  pour  un  nombre 
de  valeurs  de  x  supérieur  à  n.  On  peut  donc  énoncer  le  théorème  sui- 
vant : 

Théorème  III.  —  Si  deux  fonctions  entières  de  la  variable  x  deviennent 
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égales  pour  un  nombre  de  valeurs  de  cette  imriable  supérieur  au  degré  de 
chacune  des  deux  fondions,  elles  seront  identiquement  égales,  quel  que 
soit  X. 

On  en  déduit  comme  corollaire  cet  autre  théorème  : 

Théorème  IV.  —  Deux  fonctions  entières  de  la  variable  x  sont  identi- 
quement égales  toutes  les  fois  qu  elles*  deviennent  égales  pour  des  valeurs 
entières  quelconques  de  cette  variable,  ou  même  pour  toutes  les  valeurs 
entières  qui  surpassent  une  limite  donnée. 

Dans  ce  cas,  en  effet,  le  nombre  des  valeurs  de  x,  pour  lesquelles 
les  deux  fonctions  deviennent  égales,  est  indéfini. 

Il  suit  du  théorème  III  qu'une  fonction  entière  u  du  degré  n  —  i 
sera  complètement  déterminée,  si  l'on  connaît  ses  valeurs  particulières 

Mq,        //),        U<i,        ■  •  ■  ,        i^n—l 

correspondantes  aux  valeurs 

"^0?       "^H       '^2>       •  •  •>       -^n—l 

de  la  variable  x.  Cherchons  dans  cette  hypothèse  la  valeur  générale  de 
la  fonction  u.  Si  l'on  suppose  d'abord  que  les  valeurs  particulières  u^, 
M, ,  . . . ,  w„_,  se  réduisent  toutes  à  zéro,  à  l'exception  de  la  première  u^,, 
la  fonction  u,  devant  alors  s'évanouir  pour  x  =  x,,  pour  x  =  x.,,  . . . , 
enfin  pour  x  =  x,^^^,  sera  divisible  par  le  produit 

et  sera  par  conséquent  de  la  forme 

k  ne  pouvant  être  qu'une  quantité  constante.  De  plus,  u  devant  se 
réduire  à  u^  pour  x  =  x^,  on  en  conclura 

"0 -—  "  (  ^0  —  ^l  )  ("^0  —  X<i)  .  .  .{  Xf)         ■^n  —  l  ) 
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(  J?0         Xj  )  (,57o         iV^}.  .  .{^0  —  ■^n  —  l  ) 


De  même,  si  les  valeurs  particulières  m,,,  u^,  w^,  . . . ,  w^-,  se  réduisent 
toutes  à  zéro,  à  l'exception  de  la  seconde  //,,  on  trouvera 

(  "^  ■^O  )  (  -^  '^2  )  •  •  -{^  ^'fi  —  l  ) 


te-  ttj -— ; J 

(  .Tj  .2"o  )  (  J7i  ^2  )  •  •  •  (  "^1  •^«—2  ) 

Enfin,  si  elles  se  réduisent  toutes  à  zéro,  à  l'exception  de  la  dernière 
11,1- i^  on  trouvera 

a  — .  «„_i  r  — — I ^ • 

\  •^n  —  i  -^'o  )  \  '^ ti  —  \         '^i  j  •  •  •  (,  ■^'rt— 1         -^n  -2  ) 

En  réunissant  les  diverses  valeurs  de  u  correspondantes  aux  diverses 
hypothèses  qu'on  vient  de  faire,  on  obtiendra  pour  somme  un  poly- 
nôme en  X  du  degré  «—  i,  qui  aura  évidemment  la  propriété  de  se 
réduire  à  «„  pour  x  =  x^^,  à  u^  pour  a?  =  ^,,  . . . ,  à  u,^_^  pour  ic  =  Xn_^. 
Ce  polynôme  sera  donc  la  valeur  générale  de  u  qui  résout  la  question 
proposée,  en  sorte  que  cette  valeur  générale  se  trouvera  déterminée 
])ar  la  formule 

—      „     (.37  — ^i)(.r  —  .r,)..  .(■a7-~.r„_i) 
\Xq        Xi)  \Xq        -^2  )  •  •  •  (-^o  —  ^n-\  ) 
■            (x        Xç))  [x        x^) .  .  .{x  —  ^,i  —  \  ) 
(  I  )                          {                           \^ï         -^0  )  (  '^'l          X^)  .  .  .yXi  —  ^n  —  \  ) 
+ 

{X  —  X^){X  —  Xj)^  .{x  —  Xn-'i  ) 
"T"  "«—1    7~  \T~. \ 1 \  * 

On  pourrait  déduire  directement  la  même  formule  de  la  méthode  que 
nous  avons  employée  ci-dessus  (Chap.  III,  §  I)  pour  résoudre  dans  un 
cas  particulier  des  équations  linéaires  à  plusieurs  variables  {voir]x  ce 
sujet  la  Note  V). 

Si,  en  désignant  par  a  une  quantité  constante,  on  remplace  dans  la 
formule  (i)  la  fonction  u  par  la  fonction  u  —  a,  qui  sera  évidemment 
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de  même  degré,  et  les  valeurs  particulières  de  u  par  les  valeurs  parti- 
culières de  M  —  «,  on  obtiendra  l'équation 

U  —  a  =      (  «0  —  a) 


{Ui  —  a) 


{X  Xq)  [X  Xi)  .  .  .{X  X„^i  ) 


(2)         '  ('^1  ■^û)\^l  .^•2  )  .  .  .  (  ,1^1  X,i^i) 

[X         Xq  )  {x  Xi)...(X  X„^2  ) 


+  (?/„_!—«) 


\^n—\         '^'0  )  {^11— l         "^2  )  •  •  ■  \^n-l         ^n—2  ) 


et,  en  comparant  cette  équation  à  la  formule  (i),  on  trouvera  la  sui- 
vante 

_  (x  —  Xi)  (x  —  x^_) .  .  .{x  —  Xn_i) 

[Xq  -^1  )  (  -^0  -^2  )  •  •  •{  -^0  -^rt  — 1  ) 

(X  Xq  )  {x  .372  }  .  .  .{x  •37/)— I  ) 

(3)  {  {'^l  —  ^o){-^l—^2)---{'^l—'^n-l) 

+ 

(x  —  Xo){x  —  Xi)...{x  —  x„^i) 


{^n  —  l         ^0  )  {•^n—i         ■^'1  )  •  •  •  {^n—l         •^«—2  ) 


Cette  dernière  équation  est  identique  et  subsiste  quel  que  soit  œ. 

Les  équations  (i)  et  (2)  peuvent  servir  l'une  et  l'autre  à  résoudre, 
pour  les  fonctions  entières,  le  problème  de  l'interpolation;  mais  il 
convient,  en  général,  de  préférer  pour  cet  objet  l'équation  (2),  attendu 
qu'on  peut  y  faire  disparaître  l'un  des  termes  du  second  membre,  en 
prenant  la  constante  a  équivalente  à  l'une  des  quantités 

«0>         '^1>         '^2»         •  •  •  >         '^/I  — 1« 

Supposons,  par  exemple,  qu'il  s'agisse  de  faire  passer  une  droite 
par  deux  points  donnés.  Désignons  par^^,  j^  l^s  coordonnées  rectan- 
gulaires du  premier  point,  par  a;,,  j,  celles  du  second,  et  par  j  l'or- 
donnée variable  de  la  droite.  En  remplaçant  dans  la  formule  (2)  la 
lettre  u  par  la  lettre/,  puis  faisant  n  =  i  et  a  =  Jq,  on  trouvera  pour 
l'équation  de  la  droite 

(4)  •y-7o-(ri-vo)4^"-. 
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Supposons,  en  second  lieu,  qu'il  s'agisse  de  faire  passer  par  trois 
points  donnés  une  parabole  dont  l'axe  soit  parallèle  à  l'axe  des  y. 

Nommons 

^•,  el  ji,     ^2  et  ja,     ^3  et  j» 

les  coordonnées  rectangulaires  des  trois  points.  Soit  de  plus  j  l'or- 
donnée variable  de  la  parabole.  En  remplaçant  toujours,  dans  la  for- 
mule (2),  la  lettre  u  par  la  lettre  y,  puis  faisant  n  =  2  eta  —  Vi,  on 
trouvera  pour  l'équation  de  la  parabole 

(  5  )  \ 

OU,  ce  qui  revient  au  même, 

(6)        y-ji=- — 


(.ro - /i ) ^ — —  +  (/2 - ji ) ^  _^ 

Lorsque  dans  l'équation  (i)  on  prend  u  =  af"  (m  désignant  un 
nombre  entier  inférieur  à  n),  les  valeurs  particulières  de  u  représen- 
tées par 

«0,        «,,        U-i,        .  .  .  ,        If/i-l 

se  réduisent  évidemment  à 

•^  0   >        **-  1    )        -^  2   '         •  •    •  »        '^^ «—  1  • 

On  aura  donc,  pour  les  valeurs  entières  de  m  qui  ne  surpassent  pas 
/i  —  I, 

^,„  (3-  — ^o)(j?  — .372).  .  .{X  —  X„_i) 
(7)  /  '   (.Ti— ^■o)(^,— •i-2)...(^i  — ^«-1) 

( X  —  ^0 )  ( -3?  —  -^i  )  •  •  •  (-^  — -s^/j-a  ) 


n-i 


(■•*?«  — 1 —  ^0  ('^rt— 1        "^l)'  •  •(.'^'«—1        •^«—•2) 


Cette  dernière  formule  comprend  comme  cas  particulier  l'équation  (3). 
De  plus,  si  l'on  observe  que  chaque  puissance  de  x,  et  en  particulier 
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la  puissance  af'~* ,  doit  nécessairement  avoir  le  même  coefficient  dans 
les  deux  membres  de  la  formule  (7),  on  trouvera  : 
1**  En  supposant /?2  <| //  — I, 


I 

i     O  =: 


(8) 


"^0 

(•^0         ^l  )  (■^0 

—  o^a  )  •  • 

•(^0- 

—  ■X,,^ 

1) 

(.r,  — x„)(^, 

—  a^2  )  •  • 

•(^1- 

-J^n- 

.) 

-t- 

2'*  En  supposant  m  ==  «  —  i, 


^ 


n~l 


o»  -1 


^ 


(9)  ',  (^1  — a^o)(>27i  — ^2).--(-^l—  -fVi-l) 

(a^«-,)'— 


(J7„-_1  —  ;2?q)  (^,j_t  —  Xi)  .  .  .  (.:^/j— 1  —  -^n-i  ) 


Il  est  bon  de  remarquer  que  la  formule  (8)  subsiste  dans  le  cas  même 
où  l'on  suppose  //2  =  o,  et  devient  alors 


/ 
I   o 


I 


(lo)  /  (-^1  — ^o)(-a?i— -iCa)- ••(■a^i— J?„_i) 


(■^«-1         «^o)  \"^/î-  1         -^1  )  •  •  •  (-^n-  1         '^n-1  ) 


§11.    —    Détermination  des  fonctions  entières  de  plusieurs  variables, 
d'après  un  certain  nombre  de  valeurs  particulières  supposées  connues. 

Les  méthodes  par  lesquelles  on  détermine  les  fonctions  d'une  seule 
variable,  d'après  un  certain  nombre  de  valeurs  particulières  supposées 

GF.uvrcsdeC.  —  S.W,  r.lU.  l '^ 
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connues,  peuvent  être  facilement  étendues,  comme  on  va  le  voir,  aux 
fonctions  de  plusieurs  variables. 

Considérons  d'abord,  pour  fixer  les  idées,  des  fonctions  de  deux 
variables  x  et  y.  Soient  ;p(;r,  y),  '\(yX\,y)  deux  semblables  fonctions, 
l'une  et  l'autre  du  degré  n  —  i  par  rapport  à  chacune  des  variables,  et 
qui  deviennent  égales  entre  elles  toutes  les  fois  que,  en  attribuant  à  la 
variable  x  une  des  valeurs  particulières 

J7q,       X^,       Xii,        •  •  •,       3C j^  .|, 

on  attribue  en  même  temps  à  la  variable  j  l'une  des  suivantes 

j'o'   j'i»   y-ï'>    '  •  •  ■>   y ii-\- 

©(a:-^,  y),  'j»(.r„,  y)  seront  deux  fonctions  de  la  seule  variable  y,  qui 
deviendront  égales  entre  elles  pour  n  valeurs  particulières  de  cette 
variable.  Par  suite  (en  vertu  du  théorème  III,  §  I),  ces  deux  fonctions 
seront  constamment  égales,  quel  que  soit  y.  On  aura  donc  identique- 
ment 

On  trouvera  de  même 


A^n-\-,y)  =  -^{xn-x,y 


D'ailleurs,  les  premiers  membres  des  n  équations  précédentes  sont 
autant  de  valeurs  particulières  de  la  fonction  9(07,  y)  dans  le  cas  où 
l'on  y  considère  j^seul  comme  variable,  et  les  seconds  membres  repré- 
sentent les  valeurs  particulières  correspondantes  de  la  fonction  ^{.v,y). 
Les  deux  fonctions 

lorsqu'on  y  attribue  à  y  une  valeur  constante  choisie  arbitrairement, 
deviennent  donc  égales  pour /<  valeurs  particulières  de^c;  et,  comme 
elles  sont  toutes  deux  du  degré  u  —  \  par  rapport  à  x,  il  en  résulte 
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qu'elles  resteront  égales,  non  seulement  pour  une  valeur  quelconque 
attribuée  à  la  variable  y,  mais  encore  pour  une  valeur  quelconque 
de  X.  On  serait  assuré,  a  fortiori,  de  l'égalité  absolue  des  deux  fonc- 
tions ^(.r,  y).  'H-^' j)'  *^^  l'on  savait  qu'elles  deviennent  égales  toutes 
les  fois  que  les  valeurs  des  variables  x  et  j  sont  respectivement  prises 
dans  deux  suites  composées  chacune  de  plus  de  n  termes  différents. 
On  peut  donc  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Théorème  l .  —  Si  deux  fonctions  entières  des  variables  x  et  y  devien- 
nent égales  toutes  les  fois  que  les  valeurs  de  ces  deux  variables  sont  res- 
pectivement prises  dans  deux  suites  qui  renferment  l'une  et  l'autre  un 
nombre  de  termes  supérieur  aux  exposants  les  plus  élevés  de  x  et  de  y 
dans  ces  mêmes  fonctions,  elles  seront  identiquement  égales. 

On  en  déduit,  comme  corollaire,  cet  autre  théorème  : 

Théorème  II.  —  Deux  fonctions  entières  des  variables  x  et  y  sont  iden- 
tiquement égales,  toutes  les  fois  qu  elles  deviennent  égales  pour  des  valeurs 
entières  quelconques  de  ces  variables,  ou  même  pour  toutes  les  valeurs  en- 
tières qui  surpassent  une  limite  donnée. 

Dans  ce  cas,  en  effet,  le  nombre  des  valeurs  de  x  et  de  y  pour  les- 
quelles les  deux  fonctions  deviennent  égales  est  indéfini. 

Il  suit  du  théorème  I  que,  si  la  fonction  '^(x,  j)  est  supposée 
entière  et  du  degré  n  —  i  par  rapport  à  chacune  des  variables  x  et  y, 
cette  fonction  sera  complètement  déterminée  dès  que  l'on  connaîtra 
les  valeurs  particulières  qu'elle  reçoit,  lorsque,  en  prenant  pour  va- 
leur de  X  l'une  des  quantités 

Xq,     Xi,     x^,      .  .  . ,     x„_^i, 

on  prend  en  même  temps  pour  valeur  de  y  l'une  des  suivantes 

Jo.       /l»       72,         •••,       fn-l- 

Dans  la  même  hypothèse,  la  valeur  générale  de  la  fonction  pourra 
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être  facilement  déduite  de  la  formule  (i)  du  paragraphe  précédent. 
p]n  effet,  si  l'on  remplace  dans  cette  formule  u  par  o{x,y),  on  en 
tirera 

(0 


{x  —  x^){x  — 

-  x^)  .  . 

.{X-Xn-,)     ^^^      ^,^ 

(a?o          "^l)  (^0"~ 

-x^). 

'  V-^U         ^n  —  \  ) 

{x  —  Xq){x- 

-X,). 

•  \^  —  ^'n  —  \  )         /                \ 

{Xi        Xq)  {x^  ■- 

-X,). 

.  .  [X]         ^«-1  ) 

H- 

{x  —  Xo){ 

ce       ce 

)...{X  —  Xn-',) 

\^n—\         ■^0  )  {•^ii  —  X         X^)  .  .  .  \X,^_^         ■2^/i  — 2; 


9(^«-l,  j), 


et  l'on  aura,  de  plus,  en  désignant  par  m  un  des  nombres  entiers 

I,    2,    3,    .  .  .,    72  —  I, 


(r  — ji)  (j—jî).. •(/  —  /«-.) 


(-2)        >  (/i  — /o)  (71-/2).  ••(7i-7«-i) 


(7o  —  7i)  (70  —  72)  •  •  •  (7o  — 7«-i) 
( 7  —  70H7  — 72)  •  •  •  (7  —  7«-i ) 


9(^„,,  Jo) 
?(•«•//,»  Ji) 


(7  —  70)  (7  -7i)  •  •  •  (7  — 7«-2) 
(7"-i  — /o)(7«-i  — 7i)- • -(/«-i- 7«-2 


?('3^//M  7«-i)- 


On  conclura  immédiatement  des  deux  équations  qui  précèdent  la  va- 
leur générale  de  9(^,7).  On  trouvera,  par  exemple,  en  supposant 
/i  =  2, 


9(J"»7) 


(3) 


X  —  *^1 

y  -  .>'! 

Xf^        X  ^ 

7o  — 7i 

X      "  X  ç\ 
X^         Xq 

y  —  7i 

7o-7i 

X         X\ 

Xq      jTj 

7  —  7o 
7i  —  7o 

X   Xq 

7-7« 

^1— •^'0  7i  — 7o 


9  (-3^0,70) 
9(-a^i»7«) 
9('^"o.  7i) 
?(-^i»7i)- 


Si  l'on  considérait  des  fonctions  de  trois  ou  d'un  plus  grand  nombre 
de  variables,  on  obtiendrait  des  résultats  entièrement  semblables  h 
ceux  auxquels  on  vient  de  parvenir  pour  des  fonctions  de  deux  va- 
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riables  seulement.  On  trouverait,  par  exemple,  à  la  place  du  théo- 
rème II,  la  proposition  suivante  : 

Théorème  III.  —  Deux  fondions  entières  de  plusieurs  variables  œ,  y, 
z,  ...  sont  identiquement  égales  toutes  les  fois  qu'elles  deviennent  égales 
pour  des  valeurs  entières  quelconques  de  ces  variables,  ou  même  pour 
toutes  les  valeurs  entières  qui  surpassent  une  limite  donnée. 

§  III.  —  Applications. 

Pour  appliquer  les  principes  établis  dans  les  paragraphes  précé- 
dents, considérons  en  particulier  des  produits  formés  par  la  multipli- 
cation de  facteurs  successifs  dont  chacun  surpasse  le  suivant  d'une 
unité,  le  premier  facteur  étant  l'une  des  variables  oc,  y,  s,  ...,  et 
cherchons  à  exprimer,  au  moyen  de  ces  sortes  de  produits,  le  produit 
tout  semblable  qu'on  obtiendrait  en  prenant  pour  premier  facteur  la 
somme  des  variables  données,  savoir 


Si  l'on  réduit  toutes  les  variables  à  deux,  le  problème  qu'il  s'agit  de 
résoudre  pourra  s'énoncer  comme  il  suit  : 

Problème  I .  —  Exprimer  le  produit 

(i)  {x  +  j)  {x  +  Y  —  \)  {x  -^  y  —  i)  .  .  .  {x  -\-  y  --  n  +  i), 

dans  lequel  n  désigne  un  nombre  entier  quelconque,  par  le  moyen  des 

produits  suivants 

x{x  —  i)  {x  —  2) .  .  .  {x  —  n  -h  i), 

j(.r  — 0(7  — 2)---(7— «  +  0 

et  de  tous  ceux  qu'on  peut  en  déduire,  en  changeant  seulement  la  valeur 
de  n. 

Solution.  —  Pour  résoudre  plus  facilement  la  question  précédente, 
supposons  d'abord  que  x  et  y  soient  des  nombres  entiers  égaux  ou 
supérieurs  à  n.  Alors  le  produit  (i)  ne  sera  autre  chose  que  le  numé- 
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rateur  do  la  fraction  qui  exprime  le  nombre  des  combinaisons  pos- 
sibles de  ^'-Hj  lettres  prises  n  à  n,  puisque  ce  nombre  est  précisé- 
ment 

{x  4- j)  (.37  +  J  —  i)  ( o?  -h  j'  —  2 )  .  .  .  ( ^  +  j  —  n  +i) 

J  .  2  .  3  .  .  .  /i 

Cela  posé,  concevons  que  les  lettres 

n,      h,     c,      ...,     p,     q,     /•,      ... 

étant  en  nombre  égal  'àœ  -\-  y,  on  les  divise  en  deux  groupes,  de  telle 
manière  que  les  lettres  a,  h,  c, ...  du  premier  groupe  soient  en  nombre 
égal  à  X,  et  les  lettres  p,  q,  r,  ...  du  second  groupe  en  nombre  égal 
à  y.  Parmi  les  combinaisons  formées  avec  ces  différentes  lettres,  les 
unes  renfermeront  seulement  des  lettres  prises  dans  le  premier  groupe. 
Le  nombre  des  combinaisons  de  cette  espèce  sera 

^(O"  —  l)  (œ  ^  2)  .  .  .  (jC  —  «4-l) 


I  .  2  .  3  .  .  .  /< 

D'autres  renfermeront  n  —  i  lettres  prises  dans  le  premier  groupe,  et 
une  lettre  prise  dans  le  second.  On  déterminera  facilement  le  nombre 
des  combinaisons  de  cette  seconde  espèce,  et  l'on  verra  qn'il  est  égal  ii 

x {.X  —  \)  (a:  —  2) .  .  .  {x  —  n  -h  2)  y 

I  .  2  .  3  .  .  .  (  //  —  I  )  I 

On  trouvera  de  même  pour  le  nombre  des  combinaisons  qui  renfer- 
ment // —  2  lettres  prises  dans  le  premier  groupe,  et  deux  lettres 
prises  dans  le  second, 

arix  —  î)  (ûc  —  2  ) . . .  { .r  —  n  -h  3)   y  {y  —  i  ) 

I  .  2  .  3  .  .  .  (  /i  —  2  )  1.2 

etc.;  enfin,  pour  le  nombre  des  combinaisons  qui  renferment  seule- 
ment des  lettres  prises  dans  le  dernier  groupe, 

j  (  /  —  '  )  (  .r  —  ^  )  •  •  ■  (.y  —  ^^  +  '  )  _ 

r .  2 . 3 .  . .  /i 
La  somme  des  nombres  des  combinaisons  de  cbaque  espèce  devant 
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reproduire  le  nombre  total  des  combinaisons  des  a? +/ lettres  données 
prises  nh  n,  on  en  conclura 

/  (■:g+j)(.3?+.r  —  i)--.(^+.y  —  n  -hi) 

1.2.3.../* 

,37  (  .r  —  I  ) .  . .  (  ^  —  n  -h  i)        xix  —  i)  .  .  .{.X  —  n  -h  -i)  y 

I  .  2  .  3  .  .  .  /i  I  .  2  .  3  .  .  .  (  «  —  J  )  I 

(2)    ': 

x{x  —  I ) .  .  .  ( ,r  —  «  +  3 )  j (  y  —  r ) 

I  .  2  .  .  .  .  (  /i  —  2  )  1.2 

X  )•(/  — 0  .  .  .  (y  —  «  +  2)        y()/ _  i)  .  .  .  (y  —  „  4- ,) 

\  I  I  .  2  .  3  .  .  .  (  /<  —  I  )  I  .  2  .  3  .  .  .  /l 

L'équation  précédente,  étant  ainsi  démontrée  pour  le  cas  où  les  va- 
riables X  qX  y  obtiennent  des  valeurs  entières  supérieures  à  n,  subsis- 
tera, en  vertu  du  théorème  II  (§  II),  pour  des  valeurs  quelconques  de 
ces  variables,  et  la  valeur  du  produit  (i)  tirée  de  la  même-  équation 
sera 

{x-^y){x-^y  —  i)...{x+y  —  n  +  i) 

~  x{x  —  i). .  .{x  —  n  -\-\)  -\ x{x  —  i) .  .  .  {x  —  n  +  '2)y 

(  3  )     '  nin  —  i) 


I  .2 

n 


x{x  —  i)  ...  {x  —  n  -h  S)y(y  —  i)  -\-  . 


+  ~^'yLy  -i)---(J— «  +  2)+j(/  — i)...(_y— «4-1). 

Corollaire  J.  —  Si  dans  l'équation  (2)  on  remplace  x  par  —  ^  et  j 
par  — J,  on  obtiendra  la  suivante  : 

(  .ï;  -4-  y  )  (  .r  H-  y  4-  I  ) . .  ,  (  .r  H-  >•  +  rt  —  I  ) 
1 . 2 . 3 .  . .  /i 

,37 ( .r  -f-  I ) . .  .  ( .r  +  /<  —  I )        X ( X  -h  1)  .  .  .  ( X  ~\-  n  —  2)  y 


(A) 


1 . 2 . 3 .  . .  n  1 . 2 . 3 . .  .  /*  —  I  I 

1  X ( X  -^  i) .  .  .  ( X  -h  n  ~  3)  y  { y  -h  i) 

I  I  .  2  .  3  .  .  .  (  /<  —  2  )  1.2 

+  ^  /(/  +  0---(/  +  ^^  — '^)  ^  /(j  +  i)...(.y  +  /t  — i) _ 
1  I  1 . 2 . 3 . . .  (  /i  —  I  )  1 . 2 . 3 ...  « 

Corollaire  IL  —  Si  dans  l'équation  (2)  on  remplace  x  par  -  et  y 
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y 

par  7 ,  on  trouvera 

(jc  +  y)  {a;  -\-  y  —  2  ) .  .  .  ( ^  4-  y  —  2 /<  -i-  2  ) 
2.4-6.  .  .(2/1) 

a:  (a:  —  2) . .  .{jc  -—  2n  -h  2)        jc{x  —  2) . .  .  {jc  —  2/1  -\-  li)  y  * 

(5)    '        "  2 . 4 . 6 . . .  ( 2 /i )  2  . 4 . 6 . . .  (  2 /i  —  2  )  2 

^  j(y  — 2)...(y  — 2/^4-4)  ^  /(j  — 2)...(7  — 2/j+  2) 
2         2.4-6. .. (2 /t  —  2)  2.4.6. .. (2 /i) 

Corollaire  111.  —  En  développant  les  deux  membres  de  l'équation  (2), 
et  ne  conservant,  de  part  et  d'autre,  que  les  termes  dans  lesquels  la 
somme  des  exposants  des  variables  est  égale  à  n,  on  obtiendra  la  for- 
mule 

{œ-^yY  x"^         ,  x"~^  y 


(6) 


.  2 . 3 . . .  /i  1 . 2 . 3 . . .  rt        1 . 2 . 3 , . .  (  /i  —  I  )    I 

~\ h  .  .  . 

I  .  2  .  3  .  .  .  (  «  —  2  )    1.2 


-+- 


I  1 . 2 . 3 . . .  (  /t  —  I  )      1 . 2 . 3 . . .  « 


La  valeur  de  (x  +  j)"  tirée  de  cette  dernière  formule  est  précisément 
celle  que  fournit  le  binôme  de  Newton. 

Les  formules  qu'on  vient  d'obtenir  peuvent  être  facilement  éten- 
dues au  cas  où  l'on  considère  plus  de  deux  variables;  et  la  méthode 
qui  nous  a  conduits  à  la  solution  du  problème  I  se  trouve  également 
applicable  à  la  question  suivante  : 

Problème  IL  —  x,  y,  z,  . . .  désignant  des  variables  en  nombres  quel- 
conques, exprimer  le  produit 

{x-hy  +  z  +  ...){x-^y  +  z-\-...  —  i){x  -\-y  -h  s  -+-...—  2) ...  (jc  -4-  /  +  5  -f- ...—  «+)  ) 

en  fonction  des  suivants 

x{x  —  i)  {x  —  2) .  .  .  {x  —  n .+  i), 

j(/-i)(j- 2)...(y-«  4-i), 

Z{Z    —  I)(S   —  2)  .  .  .{Z   —  //+l), 


et  de  tous  ceux  qu'on  peut  en  déduire  en  changeant  la  valeur  de  n. 
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CHAPITRE   IV. 


97 


On  commencera  par  résoudre  le  problème  dans  le  cas  où  x,  y,  z,  ... 
désignent  des  nombres  entiers  supérieurs  à  n,  en  partant  de  ce  prin- 
cipe que  la  fraction 


(^•4-j 


■)(^+/ 


00 


2)...{œ-hy 


1.2.3...// 

est  égale  au  nombre  des  combinaisons  que  l'on  peut  former  avec 
^  -h  y  -f-  2  -h. . .  lettres  prises  nhn;  puis  on  passera  au  cas  où  les  va- 
riables X,  y,  z,  . . .  deviennent  des  quantités  quelconques,  en  s'ap- 
puyant  sur  le  théorème  III  du  §  II.  Lorsque  l'on  aura  ainsi  démontré 
la  formule  qui  résout  la  question  proposée,  on  en  déduira  sans  peine 
la  valeur  de  la  puissance 

i^r -h y -h  z -+- . .  .)\ 

On  y  parviendra,  en  effet,  en  dévelojppant  les  deux  membres  de  la  for- 
mule trouvée,  et  ne  conservant  de  part  et  d'autre  que  les  termes  dans 
lesquels  les  exposants  réunis  des  variables  ^,  y,  z,  ...  forment  une 
somme  égale  à  n. 


OEuvres  de  C.  —  S.  Il,  t.  \\\. 


i3 
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CHAPITRE  Y. 


DÉTERMINATION    DES    FONCTIONS    CONTINUES    d'lNE    SELLE    VARIABLE    PROPRES    A   VÉRIFIER 

CERTAINES    CONDITIONS. 


^  I.  —  Recherche  d' une  fonction  continue  formée  de  telle  manière  que 
deux  semblables  fonctions  de  quantités  variables,  étant  ajoutées  ou 
multipliées  entre  elles,  donnent  pour  somme  ou  pour  produit  une  fonc- 
tion semblable  de  la  somme  ou  du  produit  de  ces  variables. 

Lorsque,  au  lieu  de  fonctions  entières,  on  conçoit  des  fonctions 
quelconques,  dont  on  laisse  la  forme  entièrement  arbitraire,  on  ne 
peut  plus  réussir  à  les  déterminer  d'après  un  certain  nombre  de 
valeurs  particulières,  quelque  grand  que  soit  ce  même  nombre;  mais 
on  y  parvient  quelquefois  dans  le  cas  où  l'on  suppose  connues  cer- 
taines propriétés  générales  de  ces  fonctions.  Par  exemple,  une  fonc- 
tion continue  de  x,  représentée  par  o{x),  peut  être  complètement 
déterminée  lorsqu'elle  est  assujettie  à  vérifier,  pour  toutes  les  valeurs 
possibles  des  variables  x  et  y,  l'une  des  équations 

(i)  o{x-\-y)  =  o{œ)  +  o{y), 

(2)-  o(^+7)  =  o(.r)  X  9(7), 

ou  bien,  pour  toutes  les  valeurs  réelles   et  positives   des   mêmes 
variables,  l'une  des  équations  suivantes  : 

(3)  <p(a'/)  =  cp(a:)  +  9(j), 

(4)  9(-3?7)  =  ?(.37)  X  9(7). 

La  résolution  de  ces  quatre  équations  présente  quatre  problèmes  dif- 
férents que  nous  allons  traiter  l'un  après  l'autre. 
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Problème  I.  —  Déterminer  la  fonction  ^{x)  de  manière  quelle  reste 
continue  entre  deux  limites  réelles  quelconques  de  la  variable  x,  et  que 
l'on  ait  pour  toutes  les  valeurs  réelles  des  variables  x  et  y 

(i)  9(^+j)  =  9(a;)-hcp(7). 

Solution.  —  Si  dans  l'équation  (i)  on  remplace  Buccessivement  j 

par  y  -ir-  z,  z  par  s  -h  m,  . . . ,  on  en  tirera 

9(j;-  +  7-+-54-M+..,)  =  9(-2?)  +  9(j)-f-9(s)  +  cû(M)-i-..., 

quel  que  soit  le  nombre  des  variables  x,  y,  z,  u,  . . .;  si,  de  plus,  on 

désigne  par  m  ce  même  nombre,  par  a  une  constante  positive,  et  que 

l'on  fasse 

X  ^ y  r=z  z  ^=z  u  ^=z . .  .^z  a, 

la  formule  que  l'on  vient  de  trouver  deviendra 

cp(ma)  =:  m  cp(a). 

Pour  étendre  cette  dernière  équation  au  cas  où  le  nombre  entier  m 
se  trouve  remplacé  par  un  nombre  fractionnaire  — >  ou  même  par  un 
nombre  quelconque  \x,  on  fera,  en  premier  lieu. 


m 

—  —  Cf., 

n 


mQtn  désignant  deux  nombres  entiers,  et  l'on  en  conclura 

nG  =  mcx, 

«  cp(ê)  ^  7?2  (p(a), 

9(ê)  =  9(^a)  =  ^9(a); 


puis,  en  supposant  que  la  fraction  —  varie  de  manière  à  converger 
vers  un  nombre  quelconque  jjl,  et  passant  aux  limites,  on  trouvera 

cp(^a)=:fA<p(a). 
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Si  maintenant  on  prend  a  =  i,  on  aura,  pour  toutes  les  valeurs  posi- 
tives de  [A, 

(5)  cp(fz)  — f^9(i) 

et,  par  suite,  en  faisant  converger  [jt.  vers  la  limite  zéro, 

o{o)  =  o. 

D'ailleurs,  si  dans  l'équation  (i)  on  pose  ^  =  a,  y=  —  a,  on  en 
tirera 

9(— ^)  =1:9(0)  —  Cp(f^)izr  —  ^  9(1). 

L'équation  (5)  subsistera  donc  lorsqu'on  y  changera  [x  en  —  a.  En 
«l'autres  termes,  on  aura,  pour  des  valeurs  quelconques  positives  ou 
négatives  de  la  variable  x, 

(6)  ■    (^{x)  =  œ(f{i). 

Il  suit  de  la  formule  (6)  que  toute  fonction  o(ûo)  qui,  demeurant 
continue  entre  des  limites  quelconques  de  la  variable,  vérifie  l'équa- 
lion  (i),  est  nécessairement  de  la  forme 

(7)  9(^)  =  a^, 

a  désignant  une  quantité  constante.  J'ajoute  que  la  fonction  ax  jouira 
des  propriétés  énoncées,  quelle  que  soit  la  valeur  de  la  constante  a. 
En  effet,  le  produit  ax  est,  entre  des  limites  quelconques  de  la  va- 
riable X,  fonction  continue  de  la  variable,  et,  de  plus,  la  supposi- 
tion 9(^)  =  ax  change  l'équation  (i)  en  cette  autre 

a(^4-y)rrra^H-  ay, 

laquelle  est  évidemment  toujours  identique.  La  formule  (7)  fournit 
donc  une  solution  de  la  question  proposée,  quelle  que  soit  la  valeur 
attribuée  à  la  constante  a.  La  faculté  que  l'on  a  de  choisir  arbitraire- 
ment cette  constante  lui  a  fait  donner  le  nom  de  constante  arbitraire. 

Problème  IL  —  Déterminer  la /onction  (^{x)  de  manière  qu'elle  reste 
continue  entre  deux  limites  réelles  quelconques  de  la  vanable  x,  et  que 
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l'on  ait  pour  tontes  les  valeurs  réelles  des  variables  x  et  y 

(2)  9(.r+/)  — cp(j7)9(7). 

Solution.  —  Il  est  d'abord  facile  de  s'assurer  que  la  fonction  o{x), 
assujettie  à  vérifier  l'équation  (2),  n'admet  que  des  valeurs  positives; 
et,  en  effet,  si  dans  l'équation  (2)  on  fait  y  =  x,  on  trouvera 

puis  on  en  conclura,  en  écrivant  ^x  au  lieu  de  x, 

La  fonction  9(0?)  est  donc  toujours  équivalente  à  un  carré,  par  consé- 
quent toujours  positive.  Cela  posé,  concevons  que  dans  l'équation  (2) 
on  remplace  successivement  j  par  j  4-  z,  z  par  z-\-  a,  . . . ,  on  en  tirera 

quel  que  soit  le  nombre  des  variables  x,  y,  z,  u, Si,  de  plus,  on 

désigne  par  m  ce  même  nombre,  par  a  une  constante  positive,  et  que 
l'on  fasse 

la  formule  que  l'on  vient  de  trouver  deviendra 

9{ni(x)  3=  [9(a)]"'. 

Pour  étendre  cette  dernière  formule  au  cas  où  le  nombre  entier  m 
se  trouve  remplacé  par  un  nombre  fractionnaire  —  ?  ou  même  par  un 
nombre  quelconque  [x,  on  fera,  en  premier  lieu. 


r         ni 

o  =  —  a, 
n 


m  et  n  désignant  deux  nombres  entiers,  et  l'on  en  conclura 
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puis,  en  supposant  que  la  fraction  —  varie  de  manière  à  converger 
vers  un  nombre  quelconque  [a,  et  passant  aux  limites,  on  trouvera 

9(^a)  =  [o(a)]H-. 

Si  maintenant  on  prend  a  =  r,  on  aura  pour  toutes  les  valeurs  posi- 
tives de  [X 

(8)  9(^)  =  [cp(i)]!^ 

et,  par  suite,  en  faisant  converger  [Jt,  vers  la  limite  zéro, 

0(0)  =  I. 

D'ailleurs,  si  dans  l'équation  (2)  on  pose  x  =  [t.,  y  =  —  [jl,  on  en  con- 
clura 

L'équation  (8)  subsistera  donc  lorsqu'on  y  changera  a  en  —  a.  En 
d'autres  termes,  on  aura  pour  des  valeurs  quelconques  positives  ou 
négatives  de  la  variable  x 

(9)  9(^)  =  [9(i)]-. 

H  suit  de  l'équation  (9)  que  toute  fonction  <^(x)  propre  à  résoudre  le 
second  problème  est  nécessairement  de  la  forme 

(10)  9(^)  =  A^, 

A  désignant  une  constante  positive.  J'ajoute  qu'on  peut  attribuer  à 
cette  constante  une  valeur  quelconque  entre  les  limites  o  et  oc.  En 
effet,  pour  toute  valeur  positive  de  A,  la  fonction  A^  reste  continue 
depuis  a-  =  ~  3c  jusqu'à  ^  =  -h  qo,  et  l'équation 

est  identique.  La  quantité  A  est  donc  une  constante  arbitraire  qui 
n'admet  que  des  valeurs  positives. 
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Nota.  —  On  pourrait  arriver  très  simplement  à  l'équation  (9)  de  la 
manière  suivante. 

Si  l'on  prend  les  logarithmes  des  deux  membres  de  l'équation  (2) 
dans  un  système  quelconque,  on  trouvera 

L9(^  4-j)  =  L9(^) +  L9(/); 

et  l'on  en  conclura  {voir  le  problème  1) 

L  o{x)  =  xL  9(1), 

puis,  en  repassant  des  logarithmes  aux  nombres 

9(57)  =:  [9(l)]'^' 

Problème  III.  —  Déterminer  la  fonction  o{x)  de  manière  qu'elle  reste 
continue  entre  deux  limites  positives  quelconques  de  la  variable  x,  et  que 
l'on  ait  pour  toutes  les  valeurs  positives  des  variables  x  et  y 

(3)  9(^j)=:9(^)  +  9(j). 

Solution.  —  Il  serait  facile  d'appliquer  à  la  solution  du  problème  111 
une  méthode  semblable  à  celle  que  nous  avons  employée  pour  résoudre 
le  premier;  mais  on  arrive  plus  promptement  à  la  solution  cherchée 
en  mettant  l'équation  (3),  ainsi  qu'on  va  le  faire,  sous  une  forme 
analogue  à  celle  de  l'équation  (i). 

Si  l'on  désigne  par  A  un  nombre  quelconque  et  par  L  la  caractéris- 
tique des  logarithmes  dans  le  système  dont  la  base  est  A,  on  aura, 
pour  toutes  les  valeurs  positives  des  variables  x  et  j, 

en  sorte  que  l'équation  (3)  deviendra 

Gomme,  dans  cette  dernière  formule,  les  quantités  variables  Lx,  hy 
admettent  des  valeurs  quelconques  positives  ou  négatives,  il  en  résulte 
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qu'on  aura,  pour  toutes  les  valeurs  réelles  possibles  des  variables  x 

et  j, 

9(  A^+:>') --=  9(A'^)  +  9(A^). 

On  en  conclura  \voir\(i  problème  I,  équat.  (6)J 

(p(A'^)  =  ^  9(A')  =  .r  9(A) 

et,  par  suite, 

<p(A'-'-)  =  9(A)L.T, 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

(il)  9(^)  =  9(A)L.r. 

Il  suit  de  la  formule  (i  i)  que  toute  fonction  9(^),  propre  à  résoudre 
le  problème  III,  est  nécessairement  de  la  forme 

(12)  ^{x)  =-  «  LC-^), 

a  désignant  une  constante.  Il  est  d'ailleurs  aisé  de  s'assurer  :  i"  que  la 
constante  a  demeure  entièrement  arbitraire,  2°  que,  en  choisissant 
convenablement  le  nombre  A,  qui  est  lui-même  arbitraire,  on  peut  la 
réduire  à  l'unité. 

Problème  IY.  —  Déterminer  la  fonction  o(^x^  de  manière  qu'elle  reste 
continue  entre  deux  limites  positives  quelconques  de  la  l'ariable  x  et  que 
l'on  ait,  pour  toutes  les  valeurs  positives  des  variables  x  et  y, 

(4)  9(^7)  =  9(-3?)  9(7)- 

Solution.  —  H  serait  facile  d'appliquer  à  la  solution  du  probb'me  IY 
une  méthode  semblable  à  celle  que  nous  avons  employée  pour  résoudre 
le  second.  Mais  on  arrivera  plus  promptement  à  la  solution  cherchée, 
si  l'on  observe  que,  en  désignant  par  L  la  caractéristique  des  loga- 
rithmes dans  le  système  dont  la  base  est  A,  on  peut  mettre  l'équation  (4) 
sous  la  forme 

(]omme,  dans  cette  dernière  équation,  les  quantités  variables  l\x), 
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L(j)  admettront  des  valeurs  quelconques  positives  ou  négatives,  il 
en  résulte  qu'on  aura,  pour  toutes  les  valeurs  réelles  possibles  des  va- 
riables X  et  j, 

cp(A^+^)  =  9(A^)9(A3^). 

On  en  conclura  [voir  le  problème  II,  équat.  (9)] 

9(A^)  =  [9(A)]^ 
et,  par  suite, 

OU,  ce  qui  revient  au  même, 

(,j3)  9(^-)=::^L?(A>. 

Il  résulte  de  l'équation  (i3)  que  toute  fonction  <^{x),  propre  à  ré- 
soudre le  problème  IV,  est  nécessairement  de  la  forme 

(l4)  9(^)zr:.37«, 

a  désignant  une  constante.  Il  est  d'ailleurs  aisé  de  s'assurer  que  cette 
constante  doit  demeurer  entièrement  arbitraire. 

Les  quatre  valeurs  de  ^{x)  qui  satisfont  respectivement  aux  équa- 
tions (i),  (2),  (3),  (4),  savoir 

ax,     A-^,     ahx,     œ'^, 

ont  cela  de  commun,  que  chacune  d'elles  renferme  une  constante  arbi- 
traire a  ou  A.  On  doit  en  conclure  qu'il  y  a  une  grande  différence  entre 
les  questions  où  il  s'agit  de  calculer  les  valeurs  inconnues  de  certaines 
quantités  et  les  questions  dans  lesquelles  on  se  propose  de  découvrir 
la  nature  inconnue  de  certaines  fonctions  d'après  des  propriétés  don- 
nées. En  effet,  dans  le  premier  cas,  les  valeurs  des  quantités  inconnues 
se  trouvent  finalement  exprimées  par  le  moyen  d'autres  quantités  con- 
nues et  déterminées,  tandis  que  dans  le  second  cas  les  fonctions  incon- 
nues peuvent,  comme  on  le  voit  ici,  admettre  dans  leur  expression  des 
constantes  arbitraires. 

OEuvres  de  C.  —  S.  Il,  t.  UI.  l4 
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§  II.  —  Recherche  d' une  fonction  continue  formée  de  telle  manière  que, 
en  multipliant  deux  semblables  fonctions  de  quantités  variables  et  dou- 
blant le  produit,  on  trouve  un  résultat  égal  à  celui  qu'on  obtiendrait 
en  ajoutant  les  fonctions  semblables  de  la  somme  et  de  la  différence 
de  ces  variables. 

Dans  chacun  des  problèmes  du  paragraphe  précédent,  l'équation  à 
résoudre  renfermait,  avec  la  fonction  inconnue  '^{x),  deux  autres 
fonctions  semblables,  savoir,  9(7)  et  cp(ar  +  j)  ou  ?(-^/)-  Nous  allons 
maintenant  nous  proposer  un  nouveau  problème  du  même  genre,  mais 
dans  lequel  l'équation  de  condition,  que  la  fonction  cp(.^)  doit  vérifier, 
renferme  quatre  fonctions  semblables  au  lieu  de  trois.  Voici  en  quoi  il 
consiste  : 

Problème.  —  Déterminer  la  fonction  o{x)  de  manière  quelle  reste 
continue  entre  deux  limites  réelles  quelconques  de  la  variable  x,  et  que 
l'on  ait,  pour  toutes  les  valeurs  réelles  des  variables  x  et  y, 

(i)  o{y-\-x)  +  <^{y  —  x)  —  i^{x)o{y). 

Solution.  —   Si  dans  l'équation  (r)  on  fait  x  =  o,  on  en  tirera 

9(0)  — I. 

La  fonction  ^(j?)  se  réduit  donc  à  l'unité,  pour  la  valeur  particulière 
X  =  0,  et,  puisqu'on  la  suppose  continue  entre  des  limites  quelconques, 
il  est  clair  qu'elle  sera,  dans  le  voisinage  de  cette  valeur  particulière, 
très  peu  différente  de  l'unité,  par  conséquent  positive.  On  pourra 
donc,  en  désignant  par  a  un  nombre  très  petit,  choisir  ce  nombre  de 
telle  manière  que  la  fonction  cp(.r)  reste  constamment  positive  entre 
les  limites 

Cela  posé,  il  arrivera  de  deux  choses  l'une  :  ou  la  valeur  positive  de 
9 (a)  sera  comprise  entre  les  limites  o  et  i,  ou  cette  valeur  sera  supé- 
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rieure  à  l'unité.  Nous  allons  examiner  successivement  ces  deux  hypo- 
thèses. 

Concevons  d'abord  que  cp(a)  ait  une  valeur  comprise  entre  les  limites 
o  et  1 .  On  pourra  représenter  cette  valeur  par  le  cosinus  d'un  certain 
arcô  renfermé  entre  les  limites  o,  -,  et  poser  en  conséquence 

cp(a)r=cos9. 
De  plus,  si,  dans  l'équation  (i)  mise  sous  la  forme 

(p(  J  +  J?)  =:  2  Cp(^)  cp(7)  —  Cp(/  —  ^), 

on  fait  successivement 

a-  — ex,         y--=<x, 
^  33  a,  y  =  2  a. 


on  en  déduira  l'une  après  l'autre  les  formules 

(p  (  2  a  )  =:  2  COS-  0  —  i::^  COS  2  Q, 

<p(3a)  ::=  2  cos9cos2  9  —  cos9  ---cosoQ, 

a>(4a)  =:  2  COSÔ  COSOÔ  —  C0S2Ô  =:  COS  4  9, 

et  en  général,  m  désignant  un  nombre  entier  quelconque, 

cp(/7ia)  =  2  COS  f^  COS  (m  —  i)9  —  ces  (m  —  2)  9  i=:  co^mO. 

J'ajoute  que  la  formule 

(p(m(x)  =^  COS ni9 

subsistera  encore,  si  l'on  y  remplace  le  nombre  entier  m  par  une  frac- 
tion ou  même  par  un  nombre  quelconque  it..  C'est  ce  que  l'on  prouvera 
facilement,  ainsi  qu'il  suit. 

Si  dans  l'équation  (i)  on  fait  a?  =  -  a,  j  =  -a,  on  en  tirera 


[^(^)T 


^  9(o)  +  ?(^)  ^  L±_cos0  ^  /  ^^  .  g 
2  2  V        2     ' 


puis,  en  extrayant  les  racines  positives  des  deux  membres  et  obser- 
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vant  que  les  deux  fonctions  <^(x),  cos.r  restent  positives,  la  première 
entre  les  limites  x  =  o,  x  =  ce,  la  seconde  entre  les  limites  x  =  o, 
j;  =  0,  on  trouvera 

-  a  )  =  cos  -0. 

9.      J  2 

De  même,  si  dans  l'équation  (i)  on  fait 


..=:ia,         y^U 


on  en  tirera 


puis,  en  extrayant  départ  et  d'autre  les  racines  positives, 


o  [  -^  a)  =  cos-^  9. 


Par  des  raisonnements  semblables,  on  obtiendra  successivement  les 
formules 


-  a  )  =  cos  ô  0, 


^<76^)"='^'llî^' 


et  en  général,  n  désignant  un  nombre  entier  quelconque. 


—  a  )  =  cos—  9. 
•2"-     /  2'* 


Si  l'on  opère  sur  la  valeur  précédente  de  9  (  -^  ^)  P^ur  en  déduire  celle 
^^''  '^\~n^\  comme  on  a  opéré  sur  la  valeur  de  ap(a)  pour  en  déduire 
celle  de  o(mo(.),  on  trouvera 


/  m     \  m 


<f>^-ccJ  =  cos-9i 


puis,  en  supposant  que  la  fraction  ^  varie  de  manière  à  s'approcher 
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indéfiniment  du  nombre  [a,  et  passant  aux  limites,  on  obtiendra  l'é- 
quation 

(2)  9(fZa)  =:r  C0Sfx9! 

De  plus,  si  diins  la  formule  (i)  on  fait 

^  =  lJ-a,        y  —  o, 
on  en  conclura 

9( —  /jt.a)  =  [29(o)  —  i]<p(|jLa)=:  cos/jlô  =;  cos(—  fzô). 

L'équation  (2)  subsistera  donc  lorsqu'on  y  remplacera  (x  par  —  [l.  En 
d'autres  termes,  on  aura,  pour  des  valeurs  quelconques  positives  ou 
négatives  de  la  variable  x, 

(3)  cp(a.37)  =  cos^cc. 

Si  dans  cette  dernière  formule  on  chanare  x  en  -■>  elle  donnera 

(4)  cp(^)  =  COS  -  ^  =  COS  ( X 

La  valeur  précédente  de  9(^)  est  relative  au  cas  où  la  quantité  posi- 
tive ç(a)  reste  comprise  entre  les  limites  o  et  i.  Supposons  mainte- 
nant cette  même  quantité  supérieure  à  l'unité.  Il  est  facile  de  voir  que, 
dans  cette  seconde  hypothèse,  on  pourra  satisfaire  par  une  valeur  posi- 
tive de  r  à  l'équation 

11  suffira,  en  effet,  de  prendre 

r  =  o(a)+|[9(a)P-ij^ 
Cela  posé,  si  dans  l'équation  (i)  on  fait  successivement 

X  Tzz  a,         y  :=!  a, 

^  rr:  a,  y  =:  2  a, 

^  =  a,         j>^  =  3  a, 
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on  on  déduira  l'une  après  l'autre  les  formules 


cp(2a)=:M/--HM'~.  =  V/-M 


et  en  général,  m.  désignant  un  nombre  entier  quelconque, 

?("'=")  =  ^  ('■+  7-)  ('"""'+  7^-)  -  \  ('•'""'-^7^.)  =  î  ('■'■' ^-  7^ 


J'ajoute  que  la  Formule 

cp(ma)  =  l  (/■'"+ ^) 

subsistera  encore,  si  l'on  y  remplace  le  nombre  entier  m  par  une  frac- 
tion, ou  même  par  un  nombre  quelconque  a.  C'est  ce  que  l'on  prou- 
vera facilement,  ainsi  qu'il  suit. 

Si  dans  l'équation  (i)  on  fait  x=     a,  y  =  --a,  on  en  tirera 


1  4-  -     /•  +  - 


puis,  en  extrayant  les  racines  positives  des  deux  membres,  et  en  ob- 
servant que  la  fonction  cp(^)  reste  positive  entre  les  limites  a?  :=  o, 
a?  =  a,  on  trouvera 

De  même,  si  dans  l'équation  (i)  on  fait 


x^'-^a,        y:=^a, 


on  en  tirera 
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puis,  en  extrayant  de  part  et  d'autre  les  racines  positives, 


Kr)=^^'''"^''^'^' 


Par  des  raisonnements  semblables,  on  obtiendra  successivement  les 
formules 


et  en  général,  n  désignant  un  nombre  entier  quelconque, 


^'i=')  =  ^('-'^-'-"'^ 


Si  l'on  opère  sur  la  valeur  précédente  de  çf-^aj,  pour  en  déduire 
celle  de  of  — aj,  comme  on  a  opéré  sur  la  valeur  de  ç(a),  pour  en 
déduire  celle  ^(ma),  on  trouvera 


m    \       I 
2» 


puis,  en  supposant  que  la  fraction  —  varie  de  manière  à  s'approcher 
indéfiniment  du  nombre  [Jt.,  et  passant  aux  limites,  on  obtiendra  l'équa- 


tion 


(5)  {p(pa)=  -  (/•!^+/-!^). 


De  plus,  si  dans  la  formule  (i)  on  fait 

X  =:  |jt.a,         y  =  o, 


on  en  conclura 


cp(—  f/a)  =  [2cp(o)  —  i]  cp(fjia)  —  -  (/— !^-h  rV-). 
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L'équation  (5)  subsistera  donc,  lorsqu'on  y  remplacera  [x  par  — a.  En 
d'autres  termes,  on  aura,  pour  des  valeurs  quelconques  positives  ou 
négatives  de  la  variable  x, 

(6)  (f{(xx)~  ~{r^~^  r-^). 

Si  dans  cette  dernière  formule  on  change  x  en  -  ^  elle  donnera 


s' 


a 


2  ^ 


il)  ?(^' 


n 

Lorsqu'on  fait,  dans  l'équation  (4),  ±  -  =«,  et,  dans  l'équation  (7), 
^  1 

r  *=A,    ces   équations   prennent   respectivement  les   formes   sui- 
vantes : 

(8)  (p(jr)  =  cosaj7, 

(9)  o(^)  =  -(A^+ A-^). 

Si  donc  l'on  désigne  par  a  une  quantité  constante,  et  par  A  un 
nombre  constant,  toute  fonction  ç(^)  qui,  demeurant  continue  entre 
des  limites  quelconques  de  la  variable,  vérifiera  l'équation  (i),  sera 
nécessairement  comprise  sous  l'une  des  deux  formes  qu'on  vient  de 
rapporter.  Il  est  d'ailleurs  facile  de  s'assurer  que  les  valeurs  de  9(^) 
fournies  par  les  équations  (8)  et  (9)  résolvent  la  question  proposée, 
quelles  que  soient  les  valeurs  attribuées  à  la  quantité  a  et  au  nombre  A. 
Ce  nombre  et  cette  quantité  sont  donc  deux  constantes  arbitraires, 
dont  l'une  ne  peut  admettre  que  des  valeurs  positives. 
D'après  ce  qu'on  vient  de  dire,  les  deux  fonctions 


cosaj?,      -(A^+A--^) 


ont  la  propriété  commune  de  satisfaire  à  l'équation  (1),  ce  qui  établit 
entre  elles  une  analogie  remarquable.  L'une  et  l'autre  de  ces  deux 


PREMIÈRE  PARTIE.  -  CHAPITRE  V.  113 

fonctions  se  réduisent  encore  à  l'unité  pour  œ  =  o.  Mais  une  diffé- 
rence essentielle  entre  la  première  et  la  seconde,  c'est  que  la  valeur 
numérique  de  la  première  est  constamment  au-dessous  de  la  limite  i, 
lorsqu'elle  n'atteint  pas  cette  limite;  tandis  que,  dans  la  même  hy- 
pothèse, la  valeur  numérique  de  la  seconde  est  constamment  au- 
dessus. 


OEui-rc.icleC.—  S.l\,\..m.  l5 
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CHAPITRE  YI. 

DES    SÉRIKS    CONVERGENTES   ET    DIVERGENTES.     RÈGLES    SLU    LA    CONVERGENCE    DES    SÉRIES. 
SOMMATION    DE   QUELQUES    SÉRIES    CONVERGENTES. 


§  1.   —  Considérations  générales  sur  les  séries. 
On  appelle  série  une  suite  indéfinie  de  quantités 

«0,        «,,        «2,       «:,,        ... 

qui  dérivent  les  unes  des  autres  suivant  une  loi  déterminée.  Ces  quan- 
tités elles-mêmes  sont  les  différents  termes  de  la  série  que  l'on  consi- 
dère. Soit 

S,i  =1  «0  -H  ^/,  -+-  «2  +  •  •  •  +  "«-1 

la  somme  des  n  premiers  termes,  n  désignant  un  nombre  entier  quel- 
conque. Si,  pour  des  valeurs  de  n  toujours  croissantes,  la  somme  s,^ 
s'approche  indéfiniment  d'une  certaine  limite  s,  la  série  sera  dite  con- 
vergente, et  la  limite  en  question  s'appellera  la  somme  de  la  série.  An 
contraire,  si,  tandis  que  n  croît  indéfiniment,  la  somme  s,^  ne  s'ap- 
proche d'aucune  limite  fixe,  la  série  sera  divergente  et  n'aura  plus  de 
somme.  Dans  l'un  et  l'autre  cas,  le  terme  qui  correspond  à  l'indice  n, 
savoir  m„,  sera  ce  qu'on  nomme  le  terme  général.  II  suffit  que  l'on 
donne  ce  terme  général  en  fonction  de  l'indice  n,  pour  que  la  série  soit 
complètement  déterminée. 

L'une  des  séries  les  plus  simples  est  la  progression  géométrique 

qui  a  pour  terme  général  ^p",  c'est-à-dire  la  puissance  /ï'^'"^  de  la  quan- 
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tité  X.  Si  dans  cette  série  on  fait  la  somme  des  n  premiers  termes,  on 
trouvera 


et,  comme  pour  des  valeurs  croissantes  de  n,  la  valeur  numérique  de 
la  fraction  ~ —  converge  vers  la  limite  zéro,  ou  croît  au  delà  de  toute 

I  —  X  ^ 

limite,  suivant  qu'on  suppose  la  valeur  numérique  de  x  inférieure  ou 
supérieure  à  l'unité,  on  doit  conclure  que,  dans  la  première  hypothèse, 
la  progression 

■  <X   y  ^Ay      y  lAy      y  •     •     • 

est  une  série  convergente  qui  a  pour  somme  — --— ,  tandis  que,  dans  la 
seconde  hypothèse,  la  même  progressionVst  une  série  divergente  qui 
n'a  plus  de  somme. 

D'après  les  principes  ci-dessus  établis,  pour  que  la  série 

soit  convergente,  il  est  nécessaire  et  il  suffît  que  des  valeurs  crois- 
santes de  n  fassent  converger  indéfiniment  la  somme 

•'>■«  =   «0  +  «1  +   «2  +  •  •  •  +   "fl-\ 

vers  une  limite  fixe  5;  en  d'autres  termes,  il  est  nécessaire  et  il  suffit 
que,  pour  des  valeurs  infiniment  grandes  du  nombre  n,  les  sommes 

diffèrent  de  la  limite  s,  et  par  conséquent  entre  elles,  de  quantités  infi- 
niment petites.  D'ailleurs,  les  différences  successives  entre  la  première 
somme  s,i  et  chacune  des  suivantes  sont  respectivement  déterminées 

par  les  équations 

•^«+1      ^/i  —  '^«> 

•^«-(-2  ■^«  ^^   "/J  +    ''/(4-l> 

•^/(  +  3  "~  ^/t  ^^  "«  ~t~  ll)l  +  \  +   "«+2» 


Donc,  pour  que  la  série  (i)  soit  convergente,  il  est  d'abord  nécessaire 
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que  le  terme  général  u„  décroisse  indéfiniment,  tandis  que  n  augmente  ; 
mais  cette  condition  ne  suffît  pas,  et  il  faut  encore  que,  pour  des  va- 
leurs croissantes  de  n,  les  différentes  sommes 


c'est-à-dire  les  sommes  des  quantités 

prises,  à  partir  de  la  première,  en  tel  nombre  que  l'on  voudra,  finis- 
sent par  obtenir  constamment  des  valeurs  numériques  inférieures  à 
toute  limite  assignable.  Réciproquement,  lorsque  ces  diverses  condi- 
tions sont  remplies,  la  convergence  de  la  série  est  assurée. 
Prenons  pour  exemple  la  progression  géométrique 

Si  la  valeur  numérique  de  x  est  supérieure  à  l'unité,  celle  du  terme 
général  x'^  croîtra  indéfiniment  avec  n,  et  cette  seule  remarque  suffira 
pour  constater  la  divergence  de  la  série.  La  série  sera  encore  diver- 
gente si  l'on  suppose  a?  ==  dz  i,  parce  qu'alors  la  valeur  numérique  du 
terme  général  x",  se  réduisant  à  l'unité,  ne  décroîtra  pas  indéfiniment 
pour  des  valeurs  croissantes  de  Ji.  Mais,  si  la  valeur  numérique  de  x 
est  inférieure  à  l'unité,  les  sommes  des  termes  de  la  série  pris  à  partir 
de  cd'  en  tel  nombre  que  l'on  voudra,  savoir  :  " 

I  —  x"^ 

X'^       _|_  jjre  +  1  —  ^n , 

I  X 


■.n        t_      ^H-t-l    _l  ,y,«-f-2    .     ^11 


I  —  x" 


se  trouvant  toutes  comprises  entre  les  limites 


x".     -^ 
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chacune  d'elles  deviendra  infiniment  petite  pour  des  valeurs  de  n 
infiniment  grandes;  et  par  suite  la  série  sera  convergente,  ce  que  l'on 
savait  déjà. 

Prenons  pour  second  exemple  la  série  numérique 

I       I       ï  I  ' 

(  3  )  I ,        -  •>       -i^i        7  )        •  •  •  '       —  )       ; >        •  •  •  • 

^     '  2  3  4  /</«  +  ! 

Le  terme  eénéral  de  cette  série,  savoir  -,  décroit  indéfiniment  à 

mesure  que  n  augmente,  et  cependant  la  série  n'est  pas  convergente  ; 
car  la  somme  faite  du  terme et  de  ceux  qui  le  suivent  jusqu'au 

terme  —  inclusivement,  savoir 

1 1l 

I  I 


/i  +  I         n  -\-  1 


reste  constamment  supérieure,  quel  que  soit  n,  au  produit 


I        I 

n =r  - 

lit        1 


et  par  suite  cette  somme  ne  décroît  pas  indéfiniment  pour  des  valeurs 
croissantes  de  n,  ainsi  que  cela  aurait  lieu  si  la  série  était  convergente. 
Ajoutons  que,  si  l'on  désigne  par  s,^  la  somme  desvî  premiers  termes 
de  la  série  (3),  et  par  2'"  la  plus  haute  puissance  de  2  renfermée  dans 
w  H-  I ,  on  trouvera 

Il  I  I       / 1       I 

^„  =  H h  7^  +  ...  H ■ —  >  iH ^0  +  7 


I  I  1  1  \  /  I  I  I 


5    '    6    '    7    '    8  j  ^  ■  ■■~^V2'"-'+i 
et,  a  fortiori, 


III  I  m 

■v„  >  IH 1 1 h  ...+  --=  IH 

222  2  2 


On  en  conclura  que  la  somme  s,,  croît  indéfiniment  avec  le  nombre 
entier  m,  et  par  conséquent  avec  n,  ce  qui  est  une  nouvelle  preuve 
de  la  divergence  de  la  série. 


118  COURS  D'ANALYSE. 

Considérons  encore  la  série  numérique 


//^  III  I 

(A)  I,       T' 


-  , , ,       •  •  . , )       .... 

I  1.2  1.2.6  l  .2  .6 .  .  .H 

Les  termes  de  cette  série,  qui  occupent  un  rang  supérieur  à  n,  savoir 


1.2.3.../*  I  .  2  .  3  .  .  .  /*  (  /i  +  J  )  I  .  2  .  3  .  .  .  //  (  /*  4-  I  )  (  /<  H-  2  ) 

seront  respectivement  inférieurs  aux  termes  correspondants  de  la  pro- 
gression géométrique 


1.2.3...//  I.2.3.../i    //  I  .  2  .3  .  .  ./i    /<- 


Par  suite,  la  somme  des  premiers  termes  pris  en  tel  nombre  que  l'on 
voudra  sera  toujours  inférieure  à  la  somme  des  termes  correspondants 
de  la  progression  géométrique,  qui  est  une  série  convergente,  et  à 
plus  forte  raison,  ii  la  somme  de  cette  progression,  c'est-à-dire  à 


I 


1.2.3...//  I  I  .  2  .  3  .  .  .  (  //  —  I  )    //  —  I 

I 

n 

Comme  cette  dernière  somme  décroît  indéfiniment  à  mesure  que  n 
augmente,  il  en  résulte  que  la  série  (Zj)  est  elle-même  convergente.  On 
est  convenu  de  désigner  par  la  lettre  e  la  somme  de  celte  série.  En 
ajoutant  les  n  premiers  termes,  on  obtiendra,  pour  valeur  approchée 
du  nombre  e, 

III  I 

I  1.2  1.2.3  I  .  2  .  3  ...(//  —  1  ) 

et,  d'après  ce  qu'on  vient  de  dire,  l'erreur  commise  sera  inférieure  au 
produit  du  /<''"'*'  terme  par  — — -•  Ainsi,  par  exemple,  si  l'on  suppose 
/^  =  II ,  on  trouvera  pour  la  valeur  approchée  de  e 

(5)  6  =  2,71828(8...; 

é 

et  l'erreur  commise  dans  cette  hypothèse  sera  inférieure  au  produit 
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de  la  fraction  0  r  c^  a — 5 P^r  — '  c'est-à-dire  à  7^-^.^ — »  en 

1.2.^.4.5.0.7.8.9.10  ^      10  36288000 

sorte  qu'elle  n'altérera  pas  la  septième  décimale. 

Le  nombre  e,  déterminé  comme  on  vient  de  le  dire,  sera  souvent 
employé  dans  la  sommation  des  suites  et  dans  le  Calcul  infinitésimal. 
Les  logarithmes  pris  dans  le  système  qui  a  ce  nombre  pour  base  s'ap- 
pellent népériens,  du  nom  de  Néper,  inventeur  des  logarithmes,  ou 
hyperboliques,  parce  qu'ils  servent  à  mesurer  les  diverses  parties  de 
l'aire  comprise  entre  l'hyperbole  équilatère  et  ses  asymptotes. 

On  indique  généralement  la  somme  d'une  série  convergente  par  la 
somme  de  ses  premiers  termes  suivie  de  points.  Ainsi,  lorsque  la  série 

Uq,  Uy,  U2,  W3,  .    .    . 

est  convergente,  la  somme  de  cette  série  est  représentée  par 

«0  -1-  «I  +  «2  4-  «3  +  .  .  .  . 

En  vertu  de  cette  convention,  la  valeur  du  nombre  e  se  trouvera  déter- 
minée par  l'équation 

tc.\  III  I 

(o)  eT=  iH 1 1- 


I        1.2        1.2.3        1 .2.3.4       '  '  "  ' 
et,  si  l'on  considère  la  progression  géométrique 

on  aura,  pour  des  valeurs  numériques  de  x  inférieures  à  l'unité, 

(7)  l  +  X-\-x'^+X^-^...^z  . 

1  —  X 

La  série 

Uq,        l(\,        «2>        ''3>         .  •  • 

étant  supposée  convergente,  si  l'on  désigne  sa  somme  par  s,  et  par  .*„ 
la  somme  de  ses  n  premiers  termes,  on  trouvera 

et,  par  suite, 
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De  cette  dernière  équation,  il  résulte  que  les  quantités 


formeront  une  nouvelle  série  convergente  dont  la  somme  sera  équiva- 
lente à  *  —  ^rt.  Si  l'on  représente  cette  même  somme  par  r„,  on  aura 

ç    O        _1_    /*       • 

•J    J/J       I        '   «  J 

et  r«  sera  ce  qu'on  appelle  le  reste  de  la  série  (i)  à  partir  du 
w'*'"'^  terme. 

Lorsque,  les  termes  de  la  série  (i)  renfermant  une  même  variable  x, 
cette  série  est  convergente,  et  ses  différents  termes  fonctions  conti- 
nues de  X,  dans  le  voisinage  d'une  valeur  particulière  attribuée  à 
cette  variable, 

sont  encore  trois  fonctions  de  la  variable  x,  dont  la  première  est  évi- 
demment continue  par  rapport  à  x  dans  le  voisinage  de  la  valeur  par- 
ticulière dont  il  s'agit.  Cela  posé,  considérons  les  accroissements  que 
reçoivent  ces  trois  fonctions,  lorsqu'on  fait  croître  x  d'une  quantité 
infiniment  petite  a.  L'accroissement  de  ^„  sera,  pour  toutes  les  valeurs 
possibles  de  n,  une  quantité  infiniment  petite  ;  et  celui  de  r„  deviendra 
insensible  en  même  temps  que  r„,  si  l'on  attribue  à  n  une  valeur  très 
considérable.  Par  suite,  l'accroissement  de  la  fonction  s  ne  pourra 
être  qu'une  quantité  infiniment  petite.  De  cette  remarque  on  déduit 
immédiatement  la  proposition  suivante  : 

Théorème  I .   —  Lorsque  les  différents  termes  de  la  série  (  i  )  sont  des 
l      fonctions  d'une  même  variable  x,  continues  par  rapport  à  cette  variable 
dans  le  voisinage  d'une  valeur  particulière  pour  laquelle  la  série  est  con- 
vergente, la  somme  s  de  la  série  est  aussi,  dans  le  voisinage  de  cette  valeur 
particulière,  fonction  continue  de  x. 

En  vertu  de  ce  théorème,  la  somme  de  la  série  (2)  devra  rester 
fonction  continue  de  la  variable  x,  entre  les  limites  x  —  —  \ ,  x  —  \\ 
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ce  qu'on  peut  vérifier  à  l'inspection  de  la  valeur  de  s  donnée  par 
l'équation 


I  —  a- 


§  II.  —  Des  séries  dont  tous  les  termes  sont  positifs. 
Lorsque  la  série 

(l)  «0,       «1,       «2,        ••-,       Un,        ••■ 

a  tous  ses  termes  positifs,  on  peut  ordinairement  décider  si  elle  est 
convergente  ou  divergente,  à  l'aide  du  théorème  suivant  : 

TnÉ0RÈ3iE  I.  —  Cherchez  la  limite  ou  les  limites  vers  lesquelles  converge, 

tandis  que  n  croît  indéfiniment,  l' expression  (m,^)",  et  désignez  par  k  la 
plus  grande  de  ces  limites,  ou,  en  d'autres  termes,  la  limite  des  plus 
grandes  valeurs  de  l'expression  dont  il  s'agit.  La  série  (r)  sera  conver- 
gente si  l'on  a  k  <^\ ,  et  divergente  si  l'on  a  k^\. 

Démonstration.  —  Supposons  d'abord  k<^i,  et  choisissons  à  volonté 

entre  les  deux  nombres  i  et  k  un  troisième  nombre  U,  en  sorte  qu'on 

ait 

A:<U<i. 

n  venant  à  croître  au  delà  de  toute  limite  assignable,  les  plus  grandes 

valeurs  de  {u,^)"  ne  pourront  s'approcher  indéfiniment  de  la  limite  k, 
sans  finir  par  être  constamment  inférieures  à  U.  Par  suite,  il  sera  pos- 
sible d'attribuer  au  nombre  entier  n  une  valeur  assez  considérable 
pour  que,  n  obtenant  cette  même  valeur  ou  une  valeur  plus  grande 
encore,  on  ait  constamment 

.       («)''<U,        ih,<\}'^. 
Il  en  résulte  que  les  termes  de  la  série 

//fl,        lli,       If-i,        ...,       ««-(-Ij        l'n-hif        ••■ 
OEuvres  de  C.  —  S.  U,  t.  UI.  l6 
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finiront  par  être  toujours  inférieurs  aux  ternies  correspondants  de  la 
progression  géométrique 

I,     U,     US     ...,     U",     U"+',     U"-^%     ...;      . 

et,  comme  cette  progression  est  convergente  (à  cause  de  U«<i),  on 
peut,  de  la  remarque  précédente,  conclure  a  fortiori  \a  convergence 
de  la  série  (i). 

Supposons,  en  second  lieu,  ^>  i,  et  plaçons  encore  entre  les  deux 
nombres  i  et  i^  un  troisième  nombre  U,  en  sorte  qu'on  ait 

A  >  l  '  >  I . 

Si  n  vient  à  croître  au  delà  de  toute  limite,  les  plus  grandes  valeurs 

de  {u^y ,  en  s'approchant  indéfiniment  de  k,  finiront  par  devenir 
supérieures  à  U.  On  pourra  donc  satisfaire  à  la  condition 

ou,  ce  qui  revient  au  même,  à  la  suivante 

par  des  valeurs  de  n  aussi  considérables  que  l'on  voudra;  et  par  suite, 
on  trouvera  dans  la  série 

"o>         "iJ         '^2>          •   •   •?         ''/(»         "«-1-1»         '^«-+-2»  •  •  • 

un  nombre  indéfini  de  termes  supérieurs  aux  termes  correspondants 
de  la  progression  géométrique 

I,     U,     US     ...,     U'S     U^+S     U''+-,     .... 

(]omme  cette  progression  est  divergente  (à  cause  de  U  >  i),  et  qu'en 
conséquence  ses  différents  termes  croissent  à  J'infini,  la  remarque 
(jue  l'on  vient  de  faire  suffira  pour  établir  la  divergence  de  la  série  (i). 
Dans  un  grand  nombre  de  circonstances,  on  peut  déterminer  la 
valeur  de  la  quantité  k  à  l'aide  du  théorème  IV  (Chap.  II,  §  IH).  En 
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effet,  en  vertu  de  ce  théorème,  toutes  les  fois  que  le  rapport  -^^  con- 
vergera  vers  une  limite  fixe,  cette  limite  sera  précisément  la  valeur 
de  k.  On  peut  donc  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Théorème  II.  —  Si,  pour  des  valeurs  croissantes  de  n,le  rapport 


Un 


converge  vers  une  limite  fixe  k,  la  série  {^i)  sera  convergente  toutes  les  fois 
que  l'on  aura  k<^\^  et  divergente  toutes  les  fois  que  l'on  aura  k^  i . 

Concevons,  par  exemple,  que  l'on  considère  la  série 

III  X 


on  trouvera 


u 


n-t-1 


1,2  1.2.0  I.2.D.../< 


1.2.3. ..«  I  .  I 

O, 


Un  I  .  2  .  3  .  .  .  «  (  /i  -H  I  )  Il  -\-  \  00 

et  par  conséquent  la  série  sera  convergente,  ce  que  l'on  savait  déjà. 

Le  premier  des  deux  théorèmes  qu'on  vient  d'établir  ne  laisse  d'in- 
certitude sur  la  convergence  ou  la  divergence  d'une  série  dont  tous 
les  termes  sont  positifs,  que  dans  le  cas  particulier  où  la  quantité 
représentée  par  k  devient  égale  à  l'unité.  Dans  ce  cas  particulier,  il 
n'est  pas  toujours  facile  de  décider  la  question.  Toutefois,  nous  allons 
démontrer  ici  deux  nouvelles  propositions  à  l'aide  desquelles  on  peut 
souvent  y  parvenir. 

Théorème  III.  —  Lorsque,  dans  la  série  (i),  chaque  terme  est  inférieur 
à  celui  qui  le  précède,  cette  série  et  la  suivante 

(2)  «0»        2"l,       4  «3,       8«-,        l6«,3,        ... 

sont  en  même  temps  convergentes  ou  divergentes. 

Démonstration.  —  Supposons  d'abord  la  série  (i)  convergente,  et 
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désignons  sa  somme  par  5.  On  aura 

4«3<  2  «2+  2W3, 

8  «7  <  2  «4  H-  2  «5  +  2  «6  +  2  «7, 


et  par  suite  la  somme  des  termes  de  la  série  (2),  pris  en  tel  nombre 
que  l'on  voudra,  sera  inférieure  à 

«0+  2«i  -i-  2  /<2+  2^3+  2  W4  -H  .  .  .  =r  25  —  Uq. 

Il  en  résulte  que  la  série  (2)  sera  convergente. 

Supposons,  en  second  lieu,  la  série  (i)  divergente.  La  somme  de 
ses  termes,  pris  en  très  grand  nombre,  finira  par  surpasser  toute  limite 
assignable;  et,  comme  on  aura 

2  M,  >  Ui  +  U2, 

4  U-i  >  «3  H-  «i  4-  Wg  -+-  «6, 

8«7>  «7+   i/8+  «9-1-  «10+  «11+  </l2+   «13+  «14J 


on  devra  conclure  que  la  somme  des  quantités 

«0»        2Mi,        4«3,        8W7,         ..., 

prises  en  très  grand  nombre,  finit  elle-même  par  devenir  supérieure  à 
toute  quantité  donnée.  La  série  (2)  sera  donc  alors  divergente,  con- 
formément au  théorème  énoncé. 

Corollaire.  —  Si  pour  la  série  (i)  on  prend  la  suivante 

^^^  ''  i'  i'  ^'   •••' 

a  désignant  une  quantité  quelconque,  la  série  (2)  deviendra 

I,  2»-^  4'-!^,  8^-^   


i 

I 

I 

— -  y 

3^' 

4^' 

I 

I 

I 

—  ) 
2 

3' 

V 

I 

I 

I 

1^ 

3^^ 

4^ 
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Cette  dernière  est  une  progression  géométrique,  convergente  lors- 
qu'on suppose  a>i,  et  divergente  dans  le  cas  contraire.  Par  suite, 
la  série  (3)  sera  elle-même  convergente  si  a  est  un  nombre  supérieur 
à  l'unité,  et  divergente  si  l'on  a  p.  =  i  ou  [x<i.  Par  exemple,  des 
trois  séries 

(4) 

(5) 
(6) 

la  première  sera  convergente  et  les  deux  autres  divergentes. 

Théorème  IV.  —  Supposons  que  Von  désigne  par  L  la  caractéristique  des 
logarithmes  dans  un  système  quelconque,  et  que,  pour  des  valeurs  crois- 
santes de  n,  le  rapport 

converge  vers  une  limite  finie  h.  La  série  (i)  sera  convergente  si  l'on  a 
h^i,  et  divergente  si  l'on  a  h  <^i. 

Démonstration.  —  Supposons  d'abord  A]>i,  et  choisissons  à  volonté 
entre  les  deux  quantités  i  et  h  une  troisième  quantité  a,  en  sorte  qu'on 
ait 

Le  rapport   -^/i^ ,  ou  son  é^al 

I 

Un 


L{n) 


finira  par  être,  pour  de  très  grandes  valeurs  de  n,  constamment  supé- 
rieur à  la  quantité  a.  En  d'autres  ..termes,  n  venant  à  croître  au  delà 
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(rime  certaine  limite,  on  aura  toujours 

L{n) 
OU,  ce  qui  revient  au  même, 

L(^)>aL(«), 


et,  par  suite. 


I  I 

—  >  n",  u„  <  — 

Un  n" 


Il  en  résulte  que  les  termes  de  la  série  (i)  finiront  par  être  constam- 
ment inférieurs  aux  termes  correspondants  de  la  suivante 

III  i  I 

'  '      2^'  '      F'  '      4^  '      '  "  "  '      //«  '      {n  -f-  I)"  '      '  ■  ■  ' 

et,  comme  cette  dernière  sera  convergente  (à  cause  de  a>i),  on 
pourra  de  la  remarque  précédente  conclure  a/or/«oW  la  convergence  de 
la  série  (i). 

Supposons,  en  second  lieu,  /i<  i,  et  plaçons  encore  entre  les  quan- 
tités I  et  h  une  troisième  quantité  a,  en  sorte  qu'on  ait 

//  <  a  <  I . 

On  finira  par  avoir  constamment,  pour  de  très  grandes  valeurs  de  n^ 

L{n) 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

L(i-)<<zL(«), 


et,  par  suite, 

11  en  résulte  que  les  termes  de  la  série  (i)  finiront  par  être  constam- 


;7:<""-      "'■>;f.- 


PREMIÈRE  PARTIE.  -  CHAPITRE  VI.  127 

ment  supérieurs  aux  termes  correspondants  de  la  suivante 


I        I  i 


'      2^       3^       4"  n«        («  +  i)'^  ' 

et,  comme  cette  dernière  sera  divergente  (à  cause  de  a  <  i),  on  pourra 
de  la  remarque  qu'on  vient  de  faire  conclure  a  fortiori  la  divergence 
de  la  série  (i). 

Étant  données  deux  séries  convergentes  dont  tous  les  termes  sont 
positifs,  on  peut,  en  ajoutant  ou  multipliant  ces  mêmes  termes,  former 
une  nouvelle  série  dont  la  somme  résulte  de  l'addition  ou  de  la  multi- 
plication des  sommes  des  deux  premières.  Nous  établirons  à  ce  sujet 
les  deux  théorèmes  suivants  : 

Théorème  V.  —  Soient 

i        Uq,  Ul,  U^,  .     .     .    ,  M„,  .     ;     .    , 

(7) 

(    ^oy       ^i,       <^2,        •  •  -,       «'«,        ... 

deux  séries  convergentes,  qui,  uniquement  composées  de  termes  positifs > 
aient  respectivement  pour  sommes  s  et  s'  : 

sera  une  nouvelle  série  convergente,  qui  aura  pour  somme  s  ^  s\ 
Démonstration.  —  Si  l'on  fait 

•5/1=   «0+  «1+  «2  +  -  •  •+   ««-1, 
•5'«  =  <^0  +   t'i  +  ('2   -^  .   .  .  +    r„._i, 

s„  et^;^  convergeront  respectivement,  pour  des  valeurs  croissantes  de  n, 
vers  les  limites  s  et  s'.  Par  suite,  s„-hs\^,  c'est-à-dîre  la  somme  des 
n  premiers  termes  de  la  série  (8),  convergera  vers  la  limite  .v  +  /,  ce 
qui  suffît  pour  établir  le  théorème  énoncé. 

Théorème  VI.  —  Les  mêmes  choses  étant  posées  que  dans  le  théorème 
précédent, 

sera  une  nouvelle  série  convergente,  qui  aura  pour  somme  ss  . 
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Démonstration.  —  Soient  toujours  s^,  s\^  les  sommes  des  n  premiers 
termes  des  deux  séries  (7),  et  désignons  en  outre  par  s^^  la  somme  des 
n  premiers  termes  de  la  série  (9).  Si  l'on  représente  par  m  le  plus 

grand  nombre  entier  compris  dans  — — >  c'est-à-dire  lorsque  w 

est  impair,  et '-  dans  le  cas  contraire,  on  aura  évidemment 


et 

ou,  en  d'autres  termes, 

Concevons  maintenant  que  l'on  fasse  croître  n  au  delà  de  toute  limite. 
Le  nombre 

n l-h-  î 

2 

croîtra  lui-même  indéfiniment,  et  les  deux  sommes  s„,  ^,„+,  converge- 
ront vers  la  limite  s,  tandis  que  s',^  et  s'^^^^  convergeront  vers  la  limite  /. 
Par  suite,  les  deux  produits  s^s\^,  s,n+^s\^^^  et  la  somme  s]^  comprise 
entre  ces  deux  produits  convergeront  vers  la  limite  ss' ,  ce  qui  suffit 
pour  établir  le  théorème  VL 

§  11 L  —   Des  séries  qui  renferment  des  termes  positifs 
et  des  termes  négatifs. 

Supposons  que  la  série 

se  compose  de  termes,  tantôt  positifs,  tantôt  négatifs,  et  soient  respec- 
tivement 

(a)  po.    Pi»     P2>     •••)     P/i»     ••• 
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les  valeurs  numériques  de  ces  mêmes  termes,  en  sorte  qu'on  ait 

Mo==tpo,  Mi=:±:pi,  U.2^±p^_,  ...,  Un^±p,i,  

La  valeur  numérique  de  la  somme 

«0  +    «1  -h  «2  +  •  •  •  +  "«-1 

ne  pouvant  jamais  surpasser 

pO+Pl+p2  +  -  •  ■  +  Pn-l, 

il  en  résulte  que  la  convergence  de  la  série  (2)  entraînera  toujours 

celle  de  la  série  (i).  On  doit  ajouter  que  la  série  (])  sera  divergente,  si 

quelques  termes  de  la  série  (2)  finissent  par  croître  au  delîi  de  toute 

limite  assignable.  Ce  dernier  cas  se  présente  lorsque  les  plus  grandes 

1 
valeurs  de  (p„)"  convergent,  pour  des  valeurs  croissantes  de  n,  vers 

une  limite  supérieure  à  l'unité.  Au  contraire,   lorsque  cette  limite 

devient  inférieure  à  l'unité,  la  série  (2)  est  toujours  convergente.  On 

peut,  en  conséquence,  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Théorème  I.  —  Soit  p,^  la  valeur  numérique  du  terme  général  u^  de  la 

série  (i),  et  désignons  par  k  la  limite  vers  laquelle  convergent,    tandis 

1 
que  n  croît  indéfiniment,  les  plus  grandes  valeurs  de  l'expression  (pn)"- 

La  série  (i)  sera  convergente  si  l'on  a  k<^î,  et  divergente  si  l'on  a 

Lorsque  la  fraction  ^^^^  c'est-à-dire  la  valeur  numérique  du  rapport 
>  conversera  vers  une  limite  fixe,  cette  limite  sera,  en  vertu  du 


II, 


théorème  IV  (Chap.  II,  §  III),  la  valeur  cherchée  de  k.  Cette  remarque 
conduit  à  la  proposition  que  je  vais  écrire  : 

Théorème  II.        Si,  pour  des  valeurs  croissantes  de  n,  la  valeur  numé- 
rique du  rapport 


Un 


converge  vers  une  limite  fixe  k,  la  série  (i)  sera  convergente  toutes  les  fois 
que  Ion  aura  k<i.\-,  et  divergente  toutes  les  fois  que  l'on  aura  X;  ^  i . 

OEticres  de  C.  —  S.  Il,  t.  \\\.  IJ 
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Par  pxomple,  si  l'on  considère  la  série 


I 

+ 

I 

■  j 

I  .2 

I 

J 

1.2.3^ 

"«+1 

I 

00 

Ua 

n 

4-1 

on  trouvera 

Un-ut  I  .  I 

o; 

d'où  il  résulte  que  la  série  sera  convergente. 

Le  premier  des  deux  théorèmes  qu'on  vient  d'établir  ne  laisse  d'in- 
certitude sur  la  convergence  ou  la  divergence  d'une  série  que  dans  le 
cas  particulier  où  la  quantité  représentée  par  k  devient  égale  à  l'unité. 
Dans  ce  cas  particulier,  on  peut  quelquefois  constater  la  convergence 
de  la  série  proposée,  soit  en  s'assurant  que  les  valeurs  numériques  de 
ses  différents  termes  forment  une  série  convergente,  soit  en  ayant  égard 
au  théorème  suivant  : 

Théorème  III.  —  Si  dans  la  série  (i)  la  valeur  numérique  du  terme 
général  u^  décroît  constamment  et  indéJinimQnl,  pour  des  tmleurs  crois- 
santes de  n,  si  de  plus  les  différents  termes  sont  alternativement  positifs  et 
négatifs,  la  série  sera  convergente. 

Considérons,  par  exemple,  la  série 

/9N  III  ^     I  I 

(3)  I,       ,       4-;5,       —ji       +...±-,       —  ,       

2  6  4  II  /<  +  I 

La  somme  des  termes  dont  le  rang  surpasse /i,  si  on  les  suppose  pris  en 
nombre  égal  à  m,  sera 

±  f-i L_  +  __» L_  ^ 

\  «  -h  I  /i  -f-  2  /i  -H  3  /<  H-  4     ' 

Or  la  valeur  numérique  de  cette  somme,  savoir 

I i__  1  I  ^      I 

/*  4-  I         /i  4-  2         /t  4-  3        /i  4-  4  /i  -h  /n 

I  /      I  I      \        /       i  I 


I  \  «  4-  2         /i  4-  3  /         V  /i  4-  4         /<  4-  5 

I  I       \         /       I  I 


«4-1         /i  4-  2  /         \  /i  4-  3         /J  4-  4 


\n  4- 


+       - 
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étant  évidemment  comprise  entre 


I  I 

el 


/i  H-  I  n  -\~  i         /i  -\-  2 

décroîtra  indéfiniment  pour  des  valeurs  croissantes  de  //,  quel  que 
soit  m,  ce  qui  suffît  pour  établir  la  convergence  de  la  série  proposée. 
Les  mêmes  raisonnements  peuvent  évidemment  s'appliquer  à  toutes  les 
séries  de  ce  genre.  Je  citerai,  entre  autres,  la  suivante 

(4)  I,     -~^    +3|i'     -^>     •••. 

laquelle,  en  vertu  du  théorème  III,  restera  convergente  pour  toutes  les 
valeurs  positives  de  [jl. 

Si  dans  la  série  (4)  on  supprime  le  signe  —  devant  chacun  des  termes 
de  rang  pair,  on  obtiendra  la  série  (3)  du  §11,  qui  est  divergente  toutes 
les  fois  que  l'on  suppose  [j.  --  i  ou  [j^'<  i-  Par  suite,  pour  transformer 
une  série  convergente  en  série  divergente,  ou  réciproquement,  il  suffit 
quelquefois  de  changer  les  signes  de  certains  termes.  Au  reste,  cette 
remarque  est  uniquement  applicable  aux  séries  pour  lesquelles  la 
quantité  désignée  par  k  dans  le  théorème  II  se  réduit  à  l'unité. 

Etant  donnée  une  série  convergente  dont  tous  les  termes  sont  posi- 
tifs, on  ne  peut  qu'augmenter  la  convergence  en  diminuant  les  valeurs 
numériques  de  ces  mêmes  termes,  et  changeant  les  signes  de  quelques- 
uns.  11  est  bon  d'observer  qu'on  produira  ce  double  effet  si  l'on  mul- 
tiplie chaque  terme  par  un  sinus  ou  par  un  cosinus,  et  cette  observation 
suffît  pour  établir  la  proposition  suivante  : 

Théorème  IV.   —  Lorsque  la  série 

uniquement  formée  de  termes  positifs,  est  convergente,  chacune  des  sui- 

çantes 

^  pocosôo,     picose,,      p.yCOsOi,      ...,      p„COS0,„      ..., 
(  "^  '  i 

(poS'nôoj     piSi^^ij     PiS'inO.^,     ...,     p„sin(5„, 
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l'est  pareillement,  quelles  que  soient  les  valeurs  des  arcs  6„,  8,,  Oo,  .. ., 

e„ 

Corollaire.  —  Si  l'on  suppose  généralement 

0  désignant  un  arc  quelconque,  les  séries  (5)  deviendront  respecti- 
vement 

i    Po,      PiCOSÔ,      0-2  ces  2  9,       ...,      p„C0Srt9,       ..., 

(6) 

(  p,sin0,     pîSinaô,      ...,     p„sin/î9,     .... 

Ces  deux  dernières  seront  donc  toujours  convergentes  en  même  temps 
que  la  série  (2). 

Si  l'on  considère  à  la  fois  deux  séries  dont  chacune  renferme  des 
termes  positifs  et  des  termes  négatifs,  on  démontrera  facilement  à  leur 
égard  les  théorèmes  V  et  VI  du  §  II,  ainsi  qu'on  va  le  voir.  . 

Théorème  Y.  —  Soient 

i     Uq,        «j  ,        «2,        •  •  •  >        fJ^m        ■  •  •  y 

(7) 

(  (',,,     ('1,      ('2,      •    •,     <'«>      •  •  • 

deux  séries  convergentes  qui  aient  respectivement  pour  sommes  s  et  s'  ; 

(8)  «o+''0,         "1+^1,         «2+''2>         •••>         ««+<V,>  ••• 

sera  une  nouvelle  série  convergente,  qui  aura  pour  somme  s  -\-  s' . 
Démonstration.  —  Si  l'on  fait 

fin  =  Mo  +  "1  -+-  "2  +  •  •  •  -+-  «"  -I  » 
•Si  "  «'o  +  «'1   -+-  <'2  +...-+-  Vn-^, 

s„  et  .9),  convergeront  respectivement,  pour  des  valeurs  croissantes 
de  n,  vers  les  limites  s  et  s'.  Par  suite,  s,,-j-  s]^,  c'est-à-dire  la  somme 
des  n  premiers  termes  de  la  série  (8),  convergera  vers  la  limite  s  ^-  s', 
ce  qui  suffit  pour  étahlir  le  théorème  énoncé. 

Théorème  VI.  —  Les  mêmes  choses  étant  posées  que  dans  le  théorème 
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précédent,  si  chacune  des  séries  (7)  reste  convergente,  lorsqu'on  réduit 
ses  différents  termes  à  leurs  valeurs  numériques. 


J >  , 

.iY^ra  M/z^'  nouvelle  série  convergente,  qui  aura  pour  somme  ss' . 

Démonstration.  —  Soient  toujours  i',,,  s]^  les  sommes  des  /i  premiers 
termes  des  deux  séries  (7),  et  désignons  en  outre  par  s\  la  somme  des 
n  premiers  termes  de  la  série  (9).  On  trouvera 

S„S\,  —  S,^  "  «„_,<'„_!  4-  («„_  ,  <'„_2  -H  «,t-2  ^',l-\  )  -f-  •  •  • 

De  plus,  le  théorème  VI  ayant  été  démontré  dans  le  second  paragraphe 
pour  le  cas  où  les  séries  (7)  ne  renferment  que  des  termes  positifs,  il 
en  résulte  que,  dans  cette  hypothèse,  chacune  des  quantités  s„s\,,  s]^ 
converge,  pour  des  valeurs  croissantes  de  n,  vers  la  limite  ss' ,  et  par 
suite  la  différence  s,^s\^  —  s\^  ou,  ce  qui  revient  au  même,  la  somme 

««-lt'«-l+  («»-l'^«-2+  Un--l^'n~x)  +•  •  • 

-\-{Un-xVy        +Un^îVi  +  .  .  .  +  Mj  P„_2  +  «i  <'„-i  ), 

vers  la  limite  zéro. 

Concevons  maintenant  que,  les  termes  des  séries -(7)  étant  les  uns 
positifs  et  les  autres  négatifs,  on  désigne  respectivement  par 

i    Po»        Pi,        Pi,         ■  ■  -,       Pn,        •  ■  -, 
(10)  ,  ,  , 

(    Po'        P'i'        P2'         •  •  •'        P'a,         ■  ■  • 

les  valeurs  numériques  de  ces  différents  termes.  Supposons  de  plus, 
conformément  à  l'énoncé  du  théorème,  que  les  séries  (10),  composées 
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de  ces  mêmes  valeurs  numériques,  soient  toutes  deux  convergentes. 
En  vertu  de  la  remarque  qu'on  vient  de  faire,  la  somme 

+  (P«-Ip',     4-p„-2p;        +---  +  P2P«  î  +  pip;,,-,) 

convergera,  pour  des  valeurs  croissantes  de  n,  vers  la  limite  zéro;  et, 
comme  la  valeur  numérique  de  cette  somme  sera  évidemment  supé- 
rieure à  celle  de  la  suivante 

il  en  résulte  que  cette  dernière  ou,  ce  qui  revient  au  même,  la  diffé- 
rence s„s[^  —  sl  convergera  elle-même  vers  la  limite  zéro.  Par  suite,  ss\ 
qui  est  la  limite  du  produit  s,,s]^,  sera  encore  celle  de  s^.  En  d'autres 
termes,  la  série  (9)  sera  convergente  et  aura  pour  somme  le  j)r()- 
duit  .v.ç', 

Scolie.  —  Le  théorème  précédent  pourrait  ne  plus  subsister  si  les 
séries  (7  ),  supposées  convergentes,  cessaient  de  l'être  après  la  réduc- 
tion de  chaque  terme  à  sa  valeur  numérique.  Concevons,  par  exemph', 
que  pour  chacune  des  séries  (7)  on  prenne  la  suivante 

(M)  I, 

La  série  (9)  deviendra 


I 

T' 

I 
4-  -^, 

I 
-, 

I 

,2 

3*' 

4* 

5^ 

I   •> 


I  I 

V  -^  V  2 


(12) 


I  I  I     \ 

1 r= 1 !• 

^3       v^^-2       \/3/ 


V4/ 


I  I  I 

v7ï  "^  ^.^.  "^  7^3 
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Cette  dernière  est  divergente,  car  son  terme  général,  savoir 

III  II 

—  -h    ,  +  -p^ -f- . . .  +    , +  -- 

Y«        y/(/t  — 1)2        y/(/i  — 2)3  \/2{/i~i)        v«y 

a  une  valeur  numérique  évidemment  supérieure  à 

1 

n  -h  2 


lorsque  n  est  pair,  et  à 


[( 


n  "2/1 

n  -+- 1 


n  -+-  I 
2 


lorsque  n  est  impair,  c'est-à-dire,  dans  tous  les  cas  possibles,  une 
valeur  numérique  supérieure  à  l'unité.  Cependant  la  série  (ii)  est 
convergente.  Mais  on  doit  observer  qu'elle  cesse  de  l'être  lorsqu'on 
réduit  chaque  terme  à  sa  valeur  numérique,  puisqu'elle  se  change 
alors  en  la  série  (6)  du  §  II. 

§  IV.  —  Des  séries  ordonnées  suwant  les  puissances  ascendantes 
et  entières  d'une  variable. 

Soit 

^ly  Uq^  Cl  ^   OC  ^  M  2  OC      •  ...    y  ^U   OC       y  .     .     • 

une  série  ordonnée  suivant  les  puissances  entières  et  ascendantes  de 
la  variable  x, 

désignant  des  coeificients  constants  positifs  ou  négatifs.  Soit  de  plus 
A  ce  que  devient  pour  la  série  (2)  la  quantité  k  du  paragraphe  précé- 
dent (voirie  §  III,  théorème  II).  La  même  quantité,  calculée  pour  la 
série  (i),  sera  équivalente  à  la  valeur  numérique  du  produit 
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Par  suite,  la  série  (i)  sera  convergente  si  cette  valeur  numérique 
est  inférieure  à  l'unité,  c'est-à-dire,  en  d'autres  termes,  si  la  valeur 

numérique  de  la  variable  x  est  inférieure  à  —  •   Au  contraire,  la 

série  (i)  sera  divergente,  si  la  valeur  numérique  de  x  surpasse  —• 

On  peut  donc  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Théorème  1 .  —  Soit  A  la  limite  vers  laquelle  converge,  pour  des  r^aleurs 
croissantes  de  n,  la  racine  n'^"""  des  plus  grandes  iialeurs  numériques 
de  a,j.  La  série  (i  )  sera  convergente  pour  toutes  les  valeurs  de  x  com- 
prises entre  les  limites 


A'         "-^A' 


et  divergente  pour  toutes  les  valeurs  de  x  situées  hors  des  mêmes  limites. 

Lorsque  la  valeur  numérique  du  rapport  -^^^  converge  vers  une 

limite  fixe,  cette  limite  est  (en  vertu  du  théorème  IV,  Ghap.  Il,  §  III) 
la  valeur  cherchée  de  A.  Cette  remarque  conduit  à  une  nouvelle  pro- 
position que  je  vais  écrire  : 

Théorème  II.  —  Si,  pour  des  valeurs  croissantes  de  n,  la  valeur  numé- 
rique du  rapport 


converge  vers  la  limite  A,  la  série  (i)  sera  convergente  pour  toutes  les 
valeurs  de  x  comprises  entre  les  limites 

I  I 

et  divergente  pour  toutes  les  valeurs  de  x  situées  hors  des  mêmes  limites. 
Corollaire  I.  —  Prenons  pour  exemple  la  série 

(3)  I,     IX,     Sx-,     4X^,      ...,     {n  ~\-  i)x",      .... 

Comme  on  trouvera  dans  cette  hypothèse 


a„  n  -h  I 
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et,  par  suite, 

A==i, 

on  en  conclura  que  la  série  (3)  est  convergente  pour  toutes  les  valeurs 
de  X  renfermées  entre  les  limites 

or  ^=z —  I,  ^  =:  +  I, 

et  divergente  pour  les  valeurs  de  x  situées  hors  de  ces  limites. 
Corollaire  IL  —  Prenons  pour  second  exemple  la  série 

(4) 

dans  laquelle  le  terme  constant  est  censé  réduit  à  zéro.  On  trouvera 
dans  cette  hypothèse 


X 

a;'' 

œ* 

^" 

—  ? 

I 

—  ) 

2 

T'     • 

•  •  »    — 

n 

n  -h  i  1 

I  +  - 
n 


et,  par  suite,  A  =  i.  La  série  (4)  sera  donc  encore  convergente  ou 
divergente,  suivant  que  la  valeur  numérique  de  x  sera  inférieure  ou 
supérieure  à  l'unité. 

Corollaire  III.  —  Si  pour  la  série  (i)  on  prend  la  suivante 

^^^    ''    7    '         i.i      •^'     •••'  1.2.3.../?  '     •■■' 

[JL  désignant  une  quantité  quelconque,  on  trouvera 


et,  par  suite, 


n  H-  I 

1 

I  +   - 
II 

T-^ 

I 
I  —   — 

11 

00 

A  =  lim 

I  I 

1+  -  n — 

n  00 


On  en  conclura  que  la  série  (5)  est,  comme  les  séries  (3)  et  (4),  con- 

OEitvres  de  C,  S.  U,  t.  III.  l8 
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vergente  ou  divergente,  suivant  que  l'on  attribue  à  la  variable  x  une 
valeur  numérique  inférieure  ou  supérieure  à  l'unité. 

Corollaire  IV.  —  Considérons  encore  la  série 


(6)  I,     ""       ^ 


1  1.2  1.2.5  1.2.5. ..« 

Comme  on  aura  dans  ce  cas 


et,  par  suite, 


A  =  —  =  o, 

00 


on  en  conclura  que  la  série  est  convergente  entre  les  limites 


I  I 

^= ■=!  —  00,  X  -z=:-\ 

o  o 


c'est-à-dire  pour  toutes  les  valeurs  réelles  possibles  de  la  variable  x. 
Corollaire  V.  —  Considérons  enfin  la  série 

(7)       i>   i--^»   i.2.j?%   I.2.3.^^   ...,   1.2.3. . ./i.^«,   

En  lui  appliquant  le  théorème  II,  on  trouvera 

z=r.  n  ->r  l,  A  1=  OC, 

(In 

et  l'on  aura  par  suite 

I 

On  en  conclura  que  la  kérie  (7)  est  toujours  divergente,  excepté 
lorsqu'on  suppose  x  =  o,  auquel  cas  elle  se  réduit  à  son  premier 
terme  i. 

En  examinant  les  résultats  qu'on  vient  d'obtenir,  on  reconnaît 
immédiatement  que,  parmi  les  séries  ordonnées  suivant  les  puis- 
sances ascendantes  et  entières  de  la  variable  x,  les  unes  sont  tantôt 
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convergentes,  tantôt  divergentes,  selon  la  valeur  attribuée  à  cette 
variable,  tandis  que  d'autres  restent  toujours  convergentes,  quel  que 
soit  X,  et  d'autres  toujours  divergentes,  excepté  pour  x  =  o.  On  peut 
ajouter  que  le  théorème  I  ne  laisse  d'incertitude  sur  la  convergence 
d'une  semblable  série  que  dans  le  cas  où  la  valeur  numérique  de  x 
devient  égale  à  la  constante  positive  représentée  par  y'  c'est-à-dire 
lorsqu'on  suppose 


I 

I 

1 

I 

—  7 

2 

3' 

7' 

n 

I 

—  1 
2 

~3' 

+ 

I 

T'        •  * 
4 

n 

Dans  ce  cas  particulier,  la  série  est  tantôt  convergente,  tantôt  diver- 
gente, et  la  convergence  dépend  quelquefois  du  signe  de  la  variable  x. 
Par  exemple,  si  dans  la  série  (4)»  pour  laquelle  A  =  i,  on  fait  succes- 
sivement 

œ  =11,         a:  =  —  I, 

on  obtiendra  les  deux  suivantes 

(8)  I, 

(9)  -'» 

dont  la  première  est  divergente  {i^oir  dans  le  §  II  le  corollaire  du  théo- 
rème III)  et  la  seconde  convergente,  ainsi  que  cela  résulte  du  théo- 
rème III  (§  TII). 

Il  est  encore  essentiel  de  remarquer  que,  par  suite  du  théorème  1, 
lorsqu'une  série  ordonnée  suivant  les  puissances  ascendantes  et  en- 
tières d'une  variable  x  sera  convergente  pour  une  valeur  numérique 
de  X  différente  de  zéro,  elle  restera  convergente,  si  l'on  vient  à  dimi- 
nuer cette  valeur  numérique  ou  même  à  la  faire  décroître  indéfini- 
ment. 

Lorsque  deux  séries  ordonnées  suivant  les  puissances  ascendantes 
et  entières  de  la  variable  x  sont  convergentes  pour  une  même  valeur 
de  la  variable,  on  peut  leur  appliquer  les  théorèmes  V  et  VI  du  §  III. 
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Cette  remarque  suffît  pour  établir  les  deux  propositions  que  je  vais 
énoncer  : 

Théorème  III.  —  Supposons  que  les  deux  séries 

\  cio,     cii^,     a-^x  ,     .  •  . ,     o,iX  ,      •  •  •  > 

(10) 

(   Oq,      Oi^f      o^x  ,      ••.,      o^x  ,      ..., 

éiant  à  la /ois  convergentes,  lorsqu'on  attribue  à  la  variable  x  une  cer- 
taine valeur,  aient  alors  pour  sommes  respectives  s  et  s' , 

(il)        a^-{- ho,     (a, +  6,)^,     (a^-h  b.2)x^,     ...,     (a„  4- ^>„  )j?«,      ... 

sera,  dans  le  même  cas,  une  nouvelle  série  convergente,  qui  aura  pour 
somme  s  -{-  s'. 

Corollaire.  —  On  étendra  facilement  ce  théorème  à  tant  de  séries 
que  l'on  voudra.  Par  exemple,  si  les  trois  séries 

Oj  Cl\Xy  et  :)  X      ,  •      .     ., 

c'q,     t)\Xy     b^x- ,      .  .  . , 
Cq,       Cj  X,       C2X  ,       ... 

sont  convergentes  pour  une  même  valeur  attribuée  à  la  variable  x,  et 
que  l'on  désigne  par^,  s',  s"  leurs  sommes  respectives, 

«o+^o+Cfl,     (aj  H- 61  + c,  )J7,     («2+ ^2  + C2),r^      ... 

sera  une  nouvelle  série  convergente,  qui  aura  pour  somme  s  -+-  /-f-  s". 

Théorème  IV^  —  Les  mêmes  choses  étant  posées  que  dans  le  théorème 
précédent,  si  de  plus  chacune  des  séries  (10)  reste  convergente,  lorsqu'on 
réduit  ses  différents  termes  à  leurs  valeurs  numériques, 

(«0*^0»     {a,J)y  + aibo)x,     {a(>bi+ a^b^+ a^bn)x'^,      ..., 
(    ...,     {a^ib„+  a^bn-i  +  ...-}-  aa-xbi+  anbo)x",      ... 

sera  une  nouvelle  série  convergente,  qui  aura  pour  somme  ss' . 
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Corollaire  I.  —  Le  théorème  précédent  se  trouve  compris  dans  la 
formule    ,  ^ 


(i3) 


—  «0  60  H-  (  «0  ^1  +  «^1  *o  )  -3?  +  (  «0  ^ï  +  <^l  ^1  +  <^2  ^0  )  -^^  +  •  •  •  > 


qui  subsiste  dans  le  cas  où  chacune  des  séries  (10)  reste  convergente 
lors  même  qu'on  réduit  ses  différents  termes  à  leurs  valeurs  numé- 
riques, et  qui  sert  à  développer  dans  cette  hypothèse  le  produit  des 
sommes  des  deux  séries  en  une  nouvelle  série  de  même  forme. 

Corollaire  IL  —  En  répétant  plusieurs  fois  de  suite  l'opération  indi- 
quée par  l'équation  (i3),  on  pourrait  multiplier  entre  elles  les 
sommes  de  trois  ou  d'un  plus  grand  nombre  de  séries  semblables  aux 
séries  (10),  et  dont  chacune  resterait  convergente  après  la  réduction 
de  ses  différents  termes  à  leurs  valeurs  numériques.  Le  produit  obtenu 
serait  la  somme  d'une  nouvelle  série  convergente  ordonnée  suivant 
les  puissances  ascendantes  et  entières  de  la  variable  x. 

Corollaire  III.  —  Si  dans  les  deux  corollaires  précédents  on  suppose 
que  toutes  les  séries  dont  on  multiplie  les  sommes  deviennent  égales, 
on  obtiendra  pour  produit  une  puissance  entière  de  la  somme  de  cha- 
cune d'elles,  et  cette  puissance  se  trouvera  encore  représentée  par  la 
somme  d'une  série  du  même  genre.  Par  exemple,  si  dans  l'équa- 
tion (i3)  on  fait  «0=  ^^o»  ^1  =  ^^c  ^2  =  ^^2»  •  •  •  »  on  en  tirera 

(i4)     {rtn-h  aiX  -{-  rt^x^-h  ...)-==■  al-h  9.aoaiœ  -\-  {2aoa.2-h  al)x^-+- ...  . 

Corollaire  IV.  —  Si  l'on  prend  pour  termes  généraux  des  séries  (10) 

i  .2.3 ... n 
et 

fj.'{fj.'-,)(jx'-2)...{ix'~n  +  i) 

-  X     , 

i  .2  .6. .  .n 

a,  [).'  désignant  deux  quantités  quelconques,  et  la  variable  x  élant 
renfermée  entre  les  limites  x  =  —  j,œ=  -h  i,  chacune  des  séries  (10) 
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restera  convergente,  même  lorsqu'on  réduira  ses  différents  termes  à 
leurs  valeurs  numériques,  et  le  terme  général  de  la  série  (12)  de- 
viendra 

rft(^  — 1).  ..(fx  — /i  +  i)        [x{ix  —  i)...{ix  —  n  +  2)  [x' 
L  1 . 2 . 3 .  .  .  /i  i  .2.6.  .  .  {n  —  I )  1 

+  t:  H-'{H-'-i)---{lJ-'-n-h^)  _^  [x'(ix'-i)...{ix'-n-hi)l  ^,„ 
i  1.2. 3. ..(/<  —  1)  1.2.3...//  J"^ 

_  iix  +  iJ.')iix-i-ix'—i){ix~hii'—  2)...{p.-^  lj.'—n-i-i)     ^ 

1 . 2 . 3 . . .  /< 

Gela  posé,  si  Ton  appelle  9  ([x)  la  somme  de  la  première  des  séries  (10) 
dans  l'hypothèse  que  l'on  vient  de  faire,  c'est-à-dire,  si  l'on  pose 

(i5)  (p(jx)^i+  ^^+  ^^-■J}a:^._^..., 

les  sommes  des  séries  (10)  et  (12)  seront  respectivement  désignées, 
dans  la  même  hypothèse,  par  (]p([jt.),  ç ([/.')  et  9 ([x -i- pi');  en  sorte  que 
l'équation  (i3)  deviendra 

(16)  o{ix)(^{ix')  =  (^{ix-hix'). 

Lorsque  dans  l'équation  (i3)  on  remplace  la  somme  de  la  série 

par  un  polynôme  composé  d'un  nombre  fini  de  termes,  on  obtient  une 
formule  qui  ne  cesse  jamais  d'être  exacte,  tant  que  la  série 

demeure  convergente.  C'est  ce  que  nous  allons  prouver  directement, 
en  établissant  le  théorème  qui  suit  : 

Théorème  V.    —    5/,  la  série  (i)  étant  convergente ,  on  multiplie  la 
somme  de  cette  série  par  le  polynôme 

(17)  kx"^  -{-  Ix'"-^  -h  .  .  .-\-px  ->r  q^ 

dans  lequel  m  désigne  un  nombre  entier,  on  obtiendra  pour  produit  la 
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somme  d'une  nouvelle  série  convergente  de  même  forme,  dont  le  terme 


général  sera 


pourvu  que  l'on  considère  comme  nulles  dans  les  premiers  termes  celles 
des  quantités 


^n  —  \y       ^«—2»        •  •  •»       <^«— 


»       "-«— /M  +  I»       ^n  —  m 


qui  se  trouveront  affectées  d'indices  négatifs   :  en  d'autres  termes,  on 
aura 

!{kx"' -\-  Ix'"^"^  +  .  .  .  +  />ii?  +  ^)  («0+  «1^  +  «2^-  +  .  .  .) 
=  qa^-v-  {qa^+  paQ)x  +  .  .  .  +  {qa,„  +  pa,„^\  +  .  ..+  /«,+  ka„)x"' 
+  (^«« +  /?««-!  +  •  •  •+  la„_,„+i-{-  kan-,n)^n  + 

Démonstration.  —  Pour  multiplier  la  somme  de  la  série  (i)  par  le 
polynôme  (17),  il  suffira  de  la  multiplier  successivement  par  les  diffé- 
rents termes  de  ce  polynôme.  On  aura  donc 

(A"^"'+  Ix'"---^  +  . . .  +  px  +  (7 )  ( «0 4-  «1 .3^  -f-  a,_x-  +  .  . .) 
=z  q{aQ+  a^x  +  a<iX'^-\- .  .  .)  +/?^(ao+  UiX  -{-  a^^x^-^-  .  .  .) 
+ 

+  /^'""'(ao4-  a^x  -{-  a,_x^+ . . . )  +  kx'"{aQ+  a,^  +  a^_x^+ ...). 

Comme  on  a  de  plus,  pour  des  valeurs  entières  quelconques  de  n, 

on  en  conclura,  en  faisant  croître  n  indéfiniment,   et  passant  aux 
limites, 

7 («3  +  a,  a^  +  (22 57^  +  .  .  .  )  =r  qaQ  +  qa^  x  +  qa,^  x-  +  .  .  .  . 

On  trouvera  de  même 

px{aQ-\-  ayx  -{-  a2x'^-\-  .  . .)  -=z pa^^x  -^  puyX^  +  pa^x^ -{- . . ., 
' » 

/^'«-'(aoH-  a^x  +  aiX^+.  .  .)  —  la^x"'-'^  +  la^x"^     +  la^x"'^^  H- .  .  . , 
A-jr'«(ao+  a^x  -V-  a^x^  + . . .)  —  ka^x'"    +  ka^x'^+^-h  ka^x"'+^+ 
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Si  l'on  ajoute  ces  dernières  équations,  et  qu'en  formant  la  somme  des 
seconds  membres  on  réunisse  les  coefficients  des  puissances  sem- 
blables de  la  variable  x,  on  obtiendra  précisément  la  formule  (i8). 

Concevons  maintenant  que  dans  la  série  (i)  on  fasse  varier  la  valeur 
de  X  par  degrés  insensibles.  Tant  que  la  série  restera  convergente, 
c'est-à-dire  tant  que  la  valeur  de  ce  demeurera  comprise  entre  les 

limites 

I  I 

la  somme  de  la  série  sera  (en  vertu  du  théorème  1,  §  I)  une  fonction 
continue  de  la  variable  x.  Soit  '^(x)  cette  fonction  continue.  L'équa- 
tion 

(p  (  ;r  )  m  «0 -f- «1  ;r -H  «2  ^^  +  •  •  • 

subsistera  pour  toutes  les  valeurs  de  x  renfermées  entre  les  limites 
—  ^,  H-  ^,  ce  que  nous  indiquerons  en  écrivant  ces  limites  à  côté 

A.  A 

de  la  série,  comme  on  le  voit  ici  : 

(ig)  o{û^)  :=^  a(,-\- aiœ -\- a^^'-h. .  .  (^=r— — ,    cczz^-h-rj- 

Lorsque  la  série  est  supposée  connue,  on  peut  quelquefois  en 
déduire  la  valeur  de  la  fonction  (^(x)  sous  forme  finie,  et  c'est  là  ce 
qu'on  appelle  sommer  la  série.  Mais  le  plus  souvent  la  fonction  o(x) 
est  donnée,  et  l'on  se  propose  de  revenir  de  cette  fonction  à  la  série, 
ou,  en  d'autres  termes,  de  développer  la  fonction  en  série  convergente 
ordonnée  suivant  les  puissances  ascendantes  et  entières  de  la  va- 
riable X.  Il  est  facile  d'établir  à  ce  sujet  la  proposition  que  je  vais 
énoncer  : 

Théorème  VI .  —  Une  fonction  continue  de  la  variable  x  ne  peut  être 
développée  que  d'une  seule  manière  en  série  convergente  ordonnée  suivant 
les  puissances  ascendantes  et  entières  de  cette  variable . 

Démonstration.  —  En  effet,  supposons  qu'on  ait  développé  par  deux 
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méthodes  différentes  la  fonction  (^(x),  et  soient 

Clfi,       U^X,       (l^X' ,        •••5       Cl'ii'^    >        •  •  •  >  , 

Oq,     o^Xy     b-iX  ,      ■  •  •  f     o„x  y      ... 

les  deux  développements,  c'est-à-dire  deux  séries  dont  chacune,  étant 
convergente  pour  des  valeurs  de  o^  différentes  de  zéro,  ait  pour  somme, 
tant  qu'elle  demeure  convergente,  la  fonction  9(^1?).  Ces  deux  séries 
étant  constamment  convergentes  pour  de  très  petites  valeurs  numé- 
riques de  X,  on  aura,  pour  de  semblables  valeurs, 

aQ-\-  ayX  -\-  a^x^ -h  .  .  .z=  bd-i-  biX  -h  b^x^ -\- . .  . . 
Comme,  en  faisant  évanouir  x,  on  tire  de  l'équation  précédente 

il  en  résulte  qu'on  peut  la  réduire  généralement  à 

aiX  -h-  a^x--h  . .  .:=.  b^x  +  biX'^-\- .  .  . 
OU,  ce  qui  revient  au  même,  à 

x{a^-\-  a^x-^- .  .  .)  =  ^(6i+  b^x  + . . .). 

Si  l'on  multiplie  par  -  les  deux  membres  de  cette  dernière  équation, 
on  obtiendra  la  suivante 

a^-^- a^x  +  .  .  .z=z  bi-+  b^x -^- .  .  ., 

qui  devra  encore  subsister  pour  de  très  petites  valeurs  numériques  de 
la  variable  x,  et  de  laquelle  on  conclura,  en  posant  o^  =  o. 

En  continuant  de  même,  on  ferait  voir  que  les  constantes  a^,  ai,  a.,,  ... 
sont  respectivement  égales  aux  constantes  b^,  h^,  h^,  ...,  d'où  il  suit 
que  les  deux  développements  de  la  fonction  ^{x)  sont  identiques. 

Le  Calcul  différentiel  fournit  des  méthodes  très  expéditives  pour 
développer  les  fonctions  en  séries.  Nous  exposerons  plus  tard  ces 

QEuvres  de  C.  —  S.  H,  t.  WI.  IQ 
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tnéthodes,  et  nous  nous  bornerons  pour  l'instant  à  faire  connaître, 
avec  le  développement  de  la  fonction  (i  -+-xy,  dans  laquelle  [x  désigne 
une  quantité  quelconque,  deux  autres  développements  que  l'on  ramène 
facilement  au  premier,  savoir,  ceux  des  fonctions 

A^     et    L(i  +  x), 

A  désignant  une  constante  positive,  et  L  la  caractéristique  des  loga- 
rithmes dans  un  système  choisi  à  volonté.  En  conséquence,  nous  allons 
résoudre  l'un  après  l'autre  les  trois  problèmes  qui  suivent  : 

Problème  I.  —  Développer,  lorsque  cela  se  peut,  la  fonction 

en  série  convergente  ordonnée  suivant  les  puissances  ascendantes  et 
entières  de  la  variable  x. 

Solution.  —  Si  d'abord  on  suppose  ]x  =  m,m  désignant  un  nombre 
entier  quelconque,  on  aura,  par  la  formule  de  Newton, 

m  m (m  —  i  )     . 

il  ->r  x)'^  =- 1  -\ XH ^^ X^--{-  .  .  .. 

I  1.2 

La  série  dont  la  somme  constitue  le  second  membre  de  cette  formule 
est  toujours  composée  d'un  nombre  fini  de  termes;  mais,  si  l'on  y 
remplace  le  nombre  entier  m  par  une  quantité  quelconque  a,  la  nou- 
velle série  que  l'on  obtiendra,  savoir 

(5)  .,     ^x.     ^-^.\     ..., 

se  trouvera  composée  en  général  d'un  nombre  indéfini  de  termes,  et 
sera  convergente  seulement  pour  des  valeurs  numériques  de  x  infé- 
rieures à  l'unité.  Soit,  dans  cette  hypothèse,  cp([J.)  la  somme  de  la  nou- 
velle série,  en  sorte  qu'on  ait 


(i5)         Qf{^)-i-^^x^^-^ — -^a^2  +  ...  (^=-1,  ^  =  +  1). 

En  verlu  du  théorème  I  (§  I),  ç(p-)  sera  fonction  continue  de  la  va- 
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riable  [x  entre  des  limites  quelconques  de  cette  variable,  et  Fon  aura 
(voirie  théorème  III,  corollaire  IV) 

(i6)  cp(fx)9(/z')=i(p(fA-+-/^'). 

Cette  dernière  équation  étant  entièrement  semblable  à  l'équation  (2) 
du  Chapitre  V  (§  I)  se  résoudra  de  la  même  manière,  et  l'on  en  con- 
clura 

La  valeur  de  <p([J.)  étant  ainsi  déterminée,  si  on  la  substitue  dans  la 
formule  (i5),  on  trouvera,  pour  toutes  les  valeurs  de  o^  comprises  entre 
les  limites  a?  =  —  i ,  ^  =  -f-  i , 

(20)       (1  -i-œ)^=i-^  ^ar+  ^^^~'^a;^  +  .  ..  (.r  =  —  i,   ^;  = -f- i). 

^       ^       ^  '  I  1.2 

Lorsque  la  valeur  numérique  de  x  devient  supérieure  à  l'unité,  la 
série  (5),  n'étant  plus  convergente,  cesse  d'avoir  une  somme,  en  sorte 
que  l'équation  (20)  ne  subsiste  plus.  Dans  la  même  hypothèse,  il 
devient  impossible,  ainsi  qu'on  le  prouvera  plus  tard  à  l'aide  du  Calcul 
infinitésimal,  de  développer  la  fonction  (i  -h  xy  en  série  convergente 
ordonnée  suivant  les  puissances  ascendantes  et  entières  de  la  va- 
riable X. 

Corollaire  1.  —  Si  dans  l'équation  (20)  on  remplace  [x  par  -  et  œp'dv 
OLX,  OL  désignant  une  quantité  infiniment  petite,  on  aura,  pour  toutes  les 
valeurs  de  a^r  renfermées  entre  les  limites  ~  t,  +  t,  ou,  ce  qui  revient 

au  même,  pour  toutes  les  valeurs  de  x  renfermées  entre  les  limites 

I  I 

,  -f-  -j 

a  a 


a:         X- 


.3 


(1  +  aix)'^—\  -\ h  —(1  —  a)  H 5(1  —  a)  (i  —  2a) 

^  I  1.2  1.2.3 


I  I 

^zzr ,     X  ^=i-\ 

a  a 


Cette  dernière  équation  devant  subsister,  quelque  petite  que  soit  la 
valeur  numérique  de  a,  si  l'on  désigne  à  l'ordinaire,  par  l'abrévia- 
tion lim  placée  devant  une  expression  qui  renferme  la  variable  a,  la 
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limite  vers  laquelle  converge  cette  expression,  tandis  que  la  valeur 
numérique  de  a  décroît  indéfiniment,  on  trouvera,  en  passant  aux 
limites, 

(21)     limd-h  3{^)*=n 1 i r,  +...         (^  =  —  00,  a- =: -h  00). 

I  1.21.2.3  '  ' 


Il  reste  à  chercher  la  limite  de  (i  +  nxy .  Or,  en  premier  lieu,  on 
tirera  de  la  formule  précédente 

t 

lim(n- a)°'~  I -f- 


1        1.2        1.2.3 
ou,  en  d'autres  termes, 

(22)  Iim(i  +  a)*=6?, 

e  désignant  la  base  des  logarithmes  népériens  [zjo^rle  §  I,  équat.  (6)]. 

On  en  conclura  immédiatement 

« 
1 

lim(n- a  r)*^  =  e, 

et,  par  suite, 

-  r  — l'' 

lim(i  4- a^)'='=:limL(' +  a^)*-^j   =  e^. 

1 
Si  maintenanton  remet  la  valeur  de  lim(i  -h  aa7)"dans  l'équation  (21), 

on  obtiendra  la  suivante  : 

(28)  6^=1-1 1 1 ;r+...  (d7  =z  —  00,  O;  zr;-h  00). 

I  I  .  2  I  .  2  . 3  ' 

On  pourrait  arriver  directement  à  l'équation  (23)  en  observant  que 
la  série 

(6)  I,     -,     — ,     -,     ... 

I        1.2       1.2.3 

est  convergente  pour  toutes  les  valeurs  possibles  de  la  variable  x,  et 
cherchant  la  fonction  de  x  qui  représente  la  somme  de  cette  même 
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série.  En  effet,  soit  o{x)  la  somme  de  la  série  (6)  qui  a  pour  terme 
général 

I  .  2  . 3 . . .  /i 

cp(j')  sera  la  somme  de  la  série  qui  a  pour  terme  général 

y"      : 

I  .  2  .  3  .  .  .  /l  ' 

et  (en  vertu  du  théorème  VI,  §  III)  le  produit  de  ces  deux  sommes 
sera  la  somme  d'une  nouvelle  série  qui  aura  pourterme  général 


I  .  2  .  3  .  .  .  /i  I  .  2  . 3 . . .  (  /i  —  I  )    I 


I     1.2.3.  ..(/t  —  l)  1.2.3.  ../i  1.2.3.  ../i 

Ce  produit  sera  donc  égal  à  <^(x  -\-y),  et  par  suite,  si  l'on  fait 

^  I  1.2  1.2.3 

la  fonction  '^(x)  vérifiera  l'équation 

cp(^)9(/)  =  9(.r4-j). 
En  résolvant  cette  équation,  on  en  tirera 

c'est-à-dire 

Corollaire  II.  —  Si,  après  avoir  retranché  l'unité  de  chaque  memt>re 
de  l'équation  (20),  on  divise  les  deux  membres  par  [x,  l'équation  que 
l'on  obtiendra  pourra  s'écrire  ainsi  qu'il  suit  : 


(1  +  j:)i* —  I  X 


OC^  OC^  /  1      \ 

-(i-^)+-(r-^)(^,--^j 
(^— — I,  ^  —  4-1); 
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et,  si  dans  cette  dernière  on  fait  converger  [l  vers  la  limite  zéro,  on 
trouvera,  en  passant  aux  limites, 

,     ,,  ,.       (l  +  .3?)!^ —  I  .r"         oc^ 

(24)  lim =^ ^  -rr  + 

De  plus,  comme  en  désignant  par  1  la  caractéristique  des  logarithmes 
népériens  pris  dans  le  système  dont  la  base  est  e,  on  a  évidemment 


^  '  I  1.2 


on  en  conclura 


(l  +  ^)i*—  I  ,  ,  .  (J-  ri,      .        M,    , 

^^ -^ =1(H-JC)+  ^[1(1  +  07  )J2+. 

a  '         2  "^ 


et,  par  suite, 


(25)  Umil^tfïl^l  =^,  ^  a^), 

F" 

Cela  posé,  la  formule  (24)  deviendra 

(26)  1(1  +  ^)=^ 1- ^ ...  (a:  —  —  1,0-  =  +  i). 

L'équation  précédente  subsiste  tant  que  la  valeur  numérique  de  r 
reste  inférieure  à  l'unité;  et,  dans  ce  cas,  la  série 


(27)  X, 


est  convergente,  aussi  bien  que  la  série  (4)»  qui  en  diffère  seulement 
par  les  signes  des  termes  de  rang  impair.  Les  mêmes  séries  devenant 
divergentes,  dès  qu'on  suppose  la  valeur  numérique  de  x  supérieure 
à  l'unité,  l'équation  (26)  cesse  d'avoir  lieu  dans  cette  hypothèse. 

Dans  le  cas  particulier  où  l'on  prend  j?  =  i ,  la  série  (27)  se  réduit 
à  la  série  (3)  du  troisième  paragraphe,  laquelle  est  convergente, 


t' 

X^ 

,      .7^" 

+  T'    ■ 

..,        ±  — 

2 

n 
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comme  on  l'a  fait  voir.  L'équation  (26)  doit  donc  alors  subsister,  en 
sorte  qu'on  a 

Si  l'on  prenait  au  contraire  j7=  —  i,  la  série  (27)  deviendrait  diver- 
gente et  n'aurait  plus  de  somme. 

On  peut  remarquer  encore  que,  si  après  avoir  écrit  —  oc-  au  lieu 
de  X  dans  la  formule  (26),  on  change  à  la  fois  les  signes  des  deux 
membres,  on  obtiendra  la  suivante 

(29)  ir^--2_W.r+  ^  +  y  4-...  (^  — _,,^  — +  ,). 

Problème  II.  —  Développer  la  fonction 

A-, 

dans  laquelle  A  désigne  un  nombre  quelconque ,  en  série  convergente 
ordonnée  suivant  les  puissances  ascendantes  et  entières  de  la  rmriahle  x. 

Solution.  —  Désignons  toujours  par  la  caractéristique  1  les  loga- 
rithmes népériens  pris  dans  le  système  dont  la  base  est  e.  On  aura, 
d'après  la  définition  même  des  logarithmes, 

A  =  e»(A), 
et  l'on  en  conclura 

(30)  "  A*=e^'(*). 

Par  suite,  en  ayant  égard  à  l'équation  (23),  on  trouvera 

(30  ]  I  1.2         '        t. 2. 3 

(  {x  z=z —  OC,  ^=+00). 

Cette  dernière  formule  subsiste  pour  toutes  les  valeurs  réelles  pos- 
sibles de  la  variable  œ. 

Problème  III.  —  La  caractéristique  L  désignant  les  logarithmes  pris 
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dans  le  système  dont  la  hase  est  A,  développer,  lorsque  cela  se  peut,  la 
fonction 

en  série  convergente  ordonnée  suivant  les  puissances  ascendantes  et  entières 
de  la  variable  x. 

Solution.  —  Désignons  toujours  par  1  la  caractéristique  des  loga- 
rithmes népériens.  On  aura,  en  vertu  des  propriétés  connues  des 
logarithmes, 

L(n-x)_-j-^^^^      1(A)     ' 

et  par  suite,  en  ayant  égard  à  l'équation  (26),  on  trouvera,  pour 
toutes  les  valeurs  de  x  comprises  entre  les  limites  —  i,  -h  i, 

(32)  L(l+J?)=:  ^^(j:—  ^  +  y  -...j  (jr=z—  I,^rz7-f-l). 

Cette  dernière  formule  subsiste  dans  le  cas  même  où  l'on  prend  x  ^=i\ 
mais  elle  cesse  d'avoir  lieu  lorsqu'on  suppose  x  —-  —  i  ou  o;^  >  i . 
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CHAPITRE  VII. 


DES   EXPRESSIONS    IMAGINAIRES    ET    DE    LEURS    MODULES. 


§  I.  —  Considérations  générales  sur  les  expressions  imaginaires. 

En  Analyse,  on  appelle  expression  symbolique  ou  symbole  toute  com- 
binaison de  signes  algébriques  qui  ne  signifie  rien  par  elle-même  ou 
à  laquelle  on  attribue  une  valeur  différente  de  celle  qu'elle  doit  natu- 
rellement avoir.  On  nomme  de  même  équations  symboliques  toutes 
celles  qui,  prises  à  la  lettre  et  interprétées  d'après  les  conventions 
généralement  établies,  sont  inexactes  ou  n'ont  pas  de  sens,  mais  des- 
quelles on  peut  déduire  des  résultats  exacts,  en  modifiant  et  altérant 
selon  des  règles  fixes,  ou  ces  équations  elles-mêmes,  ou  les  symboles 
qu'elles  renferment.  L'emploi  des  expressions  ou  équations  symbo- 
liques est  souvent  un  moyen  de  simplifier  les  calculs  et  d'écrire  sous 
une  forme  abrégée  des  résultats  assez  compliqués  en  apparence.  C'est 
ce  qu'on  a  déjà  vu  dans  le  second  paragraphe  du  troisième  Chapitre, 
oîi  la  formule  (9)  fournit  une  valeur  symbolique  très  simple  de  l'in- 
connue X  assujettie  à  vérifier  les  équations  (4).  Parmi  les  expres- 
sions ou  équations  symboliques  dont  la  considération  est  de  quelque 
importance  en  Analyse,  on  doit  surtout  distinguer  celles  que  l'on  a 
nommées  imaginaires.  Nous  allons  montrer  comment  on  peut  être 
conduit  à  en  faire  usage. 

On  sait  que  les  sinus  et  cosinus  de  l'arc  a  +  b  sont  donnés  en  fonc- 
tion des  sinus  et  cosinus  des  arcs  a  et  b  par  les  formules 


(0 


(  cos,{a  +  b)  —  cosacosb  —  sinasin  0, 
(  sin  (a  +  6)  =  sinacos6  +  sin^  cosa. 

OEuvres  de  C.  —  S.  II,  t.  UI.  20 
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Or,  sans  prendre  la  peine  de  retenir  ces  formules,  on  a  un  moyen  fort 
simple  de  les  retrouver  à  volonté.  Il  suffît,  en  effet,  d'avoir  égard  h  la 
remarque  suivante. 

Supposons  que  l'on  multiplie  l'une  par  l'autre  les  deux  expressions 
symboliques 

cosa  -t-  v/ —  I  siiiiT, 

cosb  -h-  v^—  I  sin/v, 

en  opérant  d'après  les  règles  connues  de  la  multiplication  algébrique, 
comme  si  \J  —  i  était  une  quantité  réelle  dont  le  carré  fût  égal  à  —  i. 
Le  produit  obtenu  se  composera  de  deux  parties  :  l'une  toute  réelle, 
l'autre  ayant  pour  facteur  \/ —  i  ;  et  la  partie  réelle  fournira  la  valeur 
de  cos(«-h/>),  tandis  que  le  coefficient  s/— i  fournira  celle  de 
sin(«-f-/>).  Pour  constater  cette  remarque,  on  écrit  la  formule 


(2) 


Les  trois  expressions  que  renferme  l'équation  précédente,  savoir 


cos(rt  +  6)  -h  \/—  i  sin(a  +  b) 

=  (cosa  +  v^ —  I  sina)  {cosb  m-  \/ —  i  sin  b). 


cosa  -+-  V—  I  sina, 

cosi  -^  \/—  i  sinb, 

ces  (a  +  6)  +  v/—  I  sin  (a  +  b), 

sont  trois  expressions  symboliques  qui  ne  peuvent  s'interpréter  d'après 
les  conventions  généralement  établies,  et  ne  représentent  rien  de  réel. 
On  les  a  nommées  pour  cette  raison  expressions  imaginaires.  L'équa- 
tion (2)  elle-même,  prise  à  la  lettre,  se  trouve  inexacte  et  n'a  pas  de 
sens.  Pour  en  tirer  des  résultats  exacts,  il  faut,  en  premier  lieu,  déve- 
lopper son  second  membre  par  la  multiplication  algébrique,  ce  qui 
réduit  cette  équation  à 


cos(a  -+-  b)  -h  v/—  1  sin(rt  -+-  b) 

=  cosacos^  —  sina  sin 6  +  \/—  i  (sina  cosb  +  sinècosa). 


(3) 

Il  faut,  en  second  lieu,  dans  l'équation  (3),  égaler  la  partie  réelhî  du 
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premier  membre  à  la  partie  réelle  du  second,  puis  le  coefficient  de 
v/—  I  dans  le  premier  membre  au  coefficient  de  y/—  i  dans  le  second. 
On  est  ainsi  ramené  aux  équations  (i)  que  l'on  doit  considérer  comme 
implicitement  renfermées  l'une  et  l'autre  dans  la  formule  (2). 

En  général,  on  appelle  expression  imaginaire  toute  expression  sym- 
bolique de  la  forme 


a,  ê  désignant  deux  quantités  réelles;  et  l'on  dit  que  deux  expres- 

sont  égales  entre  elles,  lorsqu'il  y  a  égalité  de  part  et  d'autre  :  i"  entre 
les  parties  réelles  a  et^;  2°  entre  les  coefficients  de  \j  —  j,  savoir  ^ 
et  §.  L'égalité  de  deux  expressions  imaginaires  s'indique,  comme  celle 
de  deux  quantités  réelles,  par  le  signe  =,  et  il  en  résulte  ce  qu'on 
appelle  une  équation  imaginaire.  Cela  posé,  toute  équation  imaginaire 
n'est  que  la  représentation  symbolique  de  deux  équations  entre  quan- 
tités réelles.  Par  exemple,  l'équation  symbolique 


a  -1-  6  y'—  I  =  y  +  5  y/- 

équivaut  seule  aux  deux  équations  réelles 

a  =:  y,         6  z=  (5. 
Lorsque,  dans  l'expression  imaginaire 


I, 


le  coefficient  ê  de  v^—  1  s'évanouit,  le  terme  &\j—  i  est  censé  réduit  k 
zéro,  et  l'expression  elle-même  à  la  quantité  réelle  a.  En  vertu  de 
cette  convention,  les  expressions  imaginaires  comprennent,  comme 
cas  particuliers,  les  quantités  réelles. 

Les  expressions  imaginaires  peuvent  être  soumises,  aussi  bien  que 
les  quantités  réelles,  aux  diverses  opérations  de  l'Algèbre.  Si  l'on 
effectue  en  particulier  l'addition,  la  soustraction  ou  la  multiplication 
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de  deux  ou  de  plusieurs  expressions  imaginaires,  en  opérant  d'après 
les  règles  établies  pour  les  quantités  réelles,  on  obtiendra  pour 
résultat  une  nouvelle  expression  imaginaire  qui  sera  ce  qu'on  appelle 
la  somme,  la  différence  ou  \q produit  des  expressions  données;  et  l'on 
se  servira  des  notations  ordinaires  pour  indiquer  cette  somme,  cette 
différence  ou  ce  produit.  Par  exemple,  si  l'on  donne  seulement  deux 
expressions  imaginaires 

«  +  6;/— I,     y  +  ôy/  — I, 
on  trouvera 

(4)  (a  +  g  v/^)  +  (y  +  -5  v/^)  =1  a  +  7  -i-  ( g  H-  ô)  y/"-^, 

(5)  '  (^  +  ê\/=l)  -  (y  +  ^V^— ï)  =  a  -  y  +  (ê  -  Ô)s,l~^, 

(6)  (a  +  êv/^)x  (-/-+-'5v/^)  =  a-/  — gô+(a6  +  Sy)v/-l. 

Il  est  bon  de  remarquer  que  le  produit  de  deux  ou  plusieurs  expres- 
sions imaginaires,  comme  celui  de  deux  ou  plusieurs  binômes  réels, 
restera  le  même,  dans  quelque  ordre  qu'on  multiplie  ses  différents 
facteurs. 

Diviser  une  première  expression  imaginaire  par  une  seconde,  c'est 
trouver  une  troisième  expression  imaginaire  qui,  multipliée  par  la 
seconde,  reproduise  la  première.  Le  résultat  de  cette  opération  est  le 
quotient  des  deux  expressions  données.  On  se  sert  pour  l'indiquer  du 
signe  ordinaire  de  la  division.  Ainsi,  par  exemple. 


représente  le  quotient  des  deux  expressions  imaginaires 

a  4-  ê  v'""  '  »     y  +  <5  v^—  i . 

Élever  une  expression  imaginaire  à  la  puissance  du  degré  m  (m  dé- 
signant un  nombre  entier),  c'est  former  le  produit  de  m  facteurs 
égaux  à  cette  expression.  On  indique  la  puissance  m'"^^^  de  a  -f-  ^j\J—  i 
par  la  notation 
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Extraire  la  racine  /i'^™^  de  l'expression  imaginaire  a  +  ^\j  —  i,  ou, 
en  d'autres  termes,  élever  cette  expression  à  la  puissance  du  degré 
-  {n  désignant  un  nombre  entier  quelconque),  c'est  former  une  nou- 
velle expression  imaginaire  dont  la  puissance  /i''^'"*'  reproduise 
a  4-  ^sj—i.  Ce  problème  admettant  plusieurs  solutions  (voir  le  §IV), 
il  en  résulte  que  l'expression  imaginaire  a-f-^y  — ^  ^  plusieurs 
racines  du  degré  n.  Lorsque  nous  voudrons  désigner  indistinctement 
l'une  quelconque  d'entre  elles,  nous  emploierons  la  notation 

ou  la  suivante 

Dans  le  cas  particulier  où  S  s'évanouit,  an-^v/  — i  se  réduit  à  une 
quantité  réelle  a,  et  parmi  les  valeurs  de  l'expression 

VÎ^  =--((«))" 

il  peut  s'en  trouver  une  ou  deux  de  réelles,  comme  on  le  verra  ci- 
après. 

Outre  les  puissances  entières  et  les  racines  correspondantes  des 
expressions  imaginaires,  on  a  souvent  à  considérer  ce  qu'on  appelle 
leurs  puissances  fractionnaires  ou  négatives.  On  doit  faire  à  ce  sujet 
les  remarques  suivantes. 

Pour  élever  l'expression  imaginaire  a  -+-  ^\J  —  i  à  la  puissance  frac- 
tionnaire du  degré  —,  il  faut,  en  supposant  la  fraction  —  réduite  à  sa 
plus  simple  expression  :  i'*  extraire  la  racine  /i'^™^  de  l'expression 
donnée;  2°  élever  cette  racine  à  la  puissance  entière  du  degré  m.  Le 
problème  pouvant  être  résolu  de  plusieurs  manières  (voir  ci-après  le 
§  IV),  nous  désignerons  indistinctement  l'une  quelconque  des  puis- 
sances du  degré  —  par  la  notation 


((a  +  Sv^-.))". 
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Dans  le  cas  particulier  où  €  se  réduit  à  zéro,  une  ou  deux  de  ces  puis- 
sances peuvent  devenir  réelles. 

Elever  l'expression  imaginaire  a-hêy^  — i  à  la  puissance  négative 
du  degré  —  m,  ou ?  ou >  c'est  diviser  l'unité  par  la  puissance 

du  degré  m,  ou  -?  ou  —  de  la  même  expression.  Le  problème  admet- 
tant une  solution  seulement,  dans  le  premier  cas,  et  plusieurs  solu- 
tions dans  chacun  des  deux  autres,  on  indique  la  puissance  du  degré 

—  m  par  la  notation  simple 

tandis  que  les  deux  notations 

((«  +  êv/^))"", 

in 

représentent,  la  première,  une  quelconque  des  puissances  du  degré 

—  ->  et  la  seconde  une  quelconque  des  puissances  du  degré  —  — • 

On  dit  que  deux  expressions  imaginaires  sont  conjuguées  l'une  à 
l'autre,  lorsque  ces  deux  expressions  ne  diffèrent  entre  elles  que  par 
le  signe  du  coefficient  de  y^ — i.  La  somme  de  deux  semblables  expres- 
sions est  toujours  réelle,  ainsi  que  leur  produit.  En  effet  les  deux 
expressions  imaginaires  conjuguées 

a  +  êV'— I,     oc  —  6^ — I 

donnent  pour  somme  2a  et  pour  produit  ca^ -\-  ê^.  La  dernière  partie 
de  cette  observation  conduit  à  un  théorème  relatif  aux  nombres,  et 
dont  voici  l'énoncé  : 

Théorème  L  —  Si  l'on  multiplie  l'un  par  l'autre  deux  nombres  entiers 
dont  chacun  soit  la  somme  de  deux  carrés,  le  produit  sera  encore  une 
somme  de  deux  carrés. 

Démonstration.  —  Soient 
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les  deux  nombres  entiers  dont  il  s'agit,  a?,  ê^,  a'-,  ê'-  désignant  des 
carrés  parfaits.  On  aura  évidemment  les  deux  équations 

(a  _H  g  y/HT)  (a'+ 6V^)  =  aa'- êS'+ (aS'-i- a'S)  v/^^, 
(sj  _  g^/:r7)  (a'_  êV^^^)  =  aa'—  o§'—  (a6'+  a'g)  y/^^, 

et,  en  multipliant  celles-ci  membre  à  membre,  on  obtiendra  la  sui- 
vante 

(7)  (a2+  ê^)  (a'2+  S'2)  =  (aa'—  Sê')2+  (aê'+  a'ê)^ 

Si  l'on  échange  entre  elles  dans  cette  dernière  les  lettres  a'  et  ^' ,  on 
trouvera 

(8)  (a-+  ê2)  (^'2_,_  g'2)  _  (^g/_  3('g)2  +  (aa'+  êg')2. 

Il  va  donc  en  général  deux  manières  de  décomposer  en  deux  carrés 
le  produit  de  deux  nombres  entiers  dont  chacun  est  la  somme  de  deux 
carrés.  Ainsi,  par  exemple,  on  tire  des  équations  (7)  et  (8) 

On  voit  par  ces  considérations  que  l'emploi  des  expressions  imagi- 
naires peut  être  d'une  grande  utilité,  non  seulement  dans  l'Algèbre 
ordinaire,  mais  encore  dans  la  Théorie  des  nombres. 

Quelquefois  on  représente  une  expression  imaginaire  par  une  seule 
lettre.  C'est  un  artifice  qui  augmente  les  ressources  de  l'Analyse,  et 
dont  nous  ferons  usage  dans  ce  qui  va  suivre. 

§  II.  —  Sur  les  modules  des  expressions  imaginaires 
et  sur  les  expressions  réduites. 

Une  propriété  remarquable  de  toute  expression  imaginaire 

♦        

c'est  de  pouvoir  se  mettre  sous  la  forme 

p(cosÔ -H- v/— I  sin(5), 
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p  désignant  une  quantité  positive  et  G  un  arc  réel.  En  effet,  si  l'on 
pose  l'équation  symbolique 

(i)  a  +  êy^— I  =  p(cos9 -+- \/— I  sin5) 

OU,  ce  qui  revient  au  même,  les  deux  équations  réelles 


(2) 

on  en  tirera 


(   a  =  p  cos9, 
(  ê  =  p  sin5, 

a^  +  ê2  —  p'-  (  cos^  0  +  sin^  9  )  r^  p\ 


(3)  p:=y/aM-g2; 

et,  après  avoir  ainsi  déterminé  la  valeur  du  nombre  p,  il  ne  restera, 
pour  vérifier  complètement  les  équations  (2),  qu'à  trouver  un  arc  0 
dont  le  cosinus  et  le  sinus  soient  respectivement 


cos(5  =    , 
sm 


y/a-'  +  6^ 
Ce  dernier  problème  est  toujours  soluble,  attendu  que  chacune  des 

a  ê 

quantités >    ,  a  une  valeur  numérique  inférieure  à  l'u- 

nité,  et  que  la  somme  de  leurs  carrés  est  égale  à  i.  De  plus,  il  admet 
une  infinité  de  solutions  différentes,  puisque,  après  avoir  calculé  une 
valeur  convenable  de  l'arc  G,  on  pourra,  sans  changer  ni  le  sinus  ni  le 
cosinus,  augmenter  ou  diminuer  cet  arc  d'un  nombre  quelconque  de 
circonférences. 


Lorsque  l'expression  imaginaire  a  -+-  êy/—  i  se  trouve  ramenée  à  la 

forme  , 

p(cos9+ y/— I  sin9), 

la  quantité  positive  p  est  ce  qu'on  appelle  le  module  de  cette  expres- 
sion imaginaire;  et  ce  qui  reste  après  la  suppression  du  module,  c'est- 
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à-dire  lo  facteur 

cos9 -f-\/— I  sinô, 

est  ce  que  nous  nommerons  V expression  réduite.  Comme  des  quantités 
a  et  Ç  supposées  connues  on  ne  déduit  pour  le  module  p  qu'une  valeur 
unique  déterminée  par  l'équation  (3),  il  en  résulte  que  le  module 
reste  le  même  pour  deux  expressions  imaginaires  égales.  On  peut 
donc  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Théorème  I .  —  L'égalité  de  deux  expressions  imaginaires  entraine  tou- 
jours l'égaillé  des  modules  et,  par  conséquent,  celle  des  expressions  ré- 
duites. 

Si  l'on  compare  entre  elles  deux  expressions  imaginaires  conju- 
guées, on  trouvera  encore  que  leurs  modules  sont  égaux.  Le  carré  du 
module  commun  à  ces  deux  expressions  ne  sera  autre  chose  que  leur 
produit. 

Lorsque  dans  l'expression  imaginaire  a  +  §  y'—  ^  '^  second  terme  ^ 
s'évanouit,  cette  expression  se  réduit  à  une  quantité  réelle  a.  Dans  la 
même  hypothèse,  on  tire  des  équations  (3)  et  (4)  :  i°  quand  a  est 
positif, 

cos5=i,        sinô=zo 
et,  par  suite, 

k  désignant  un  nomhre  entier  quelconque;  2"  quand  a  est  négatif, 

p  =  v'aS 
cosôrir  —  I,         sin9=o 

et,  par  suite, 

9  =  =t:(2/i  +  i)7r. 

Ainsi  le  module  d'une  quantité  réelle  a  n'est  autre  chose  que  sa  valeur 
numérique  ya'.  Pt  l'expression  réduite  qui  correspond  à  une  sem- 
blable quantité  est  toujours  +1  ou  —  i,  savoir 

+  I  ■=  cos(ib  a/iT)  -À-  V  --  1  siii(it  'îkr.), 

OEn^'rcsde  C.  -   S.  H,  l.  MI.  21 
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lorsiju'il  s'agit  d'une  quantité  positive,  et 

—  I  —  cos(:~  2^  +  171)^-  v'—  »  sin(±  ik  -1-  i  tt), 

lorsqu'il  s'agit  d'une  quantité  négative. 

Toute  expression  imaginaire  qui  a  zéro  pour  module  se  réduit  elle- 
même  à  zéro,  puisque  ses  deux  termes  s'évanouissent.  Réciproque- 
ment, comme  le  cosinus  et  le  sinus  d'un  arc  ne  deviennent  jamais 
nuls  en  même  temps,  il  en  résulte  qu'une  expression  imaginaire  ne 
[)eut  se  réduire  à  zéro  qu'autant  que  son  module  s'évanouit. 

Toute  expression  imaginaire  qui  a  l'unité  pour  module  est  néces- 
sairement une  expression  réduite.  Ainsi,  par  exemple, 


cos«  +  V  —  I  si  II  (7, 

(•osa  —  \'  — 

1  Sill(7, 

—  cos(7  —  \l—  I  sina, 

—  ces  (7  +  v'— 

I  sina 

sont  quatre  expressions  réduites  conjuguées  deux  à  deux.  Effective- 
ment, pour  tirer  ces  quatre  expressions  de  la  formule 

cosO  -+-  \—  I  siii^*, 
il  sulTira  de  poser  successivement 

9  ^=  it  2  A' TT  4-  a,  0  =--±1  2/iK  —  a, 

0  =  ±  (  2  A-  +  I ) 71  -H  rt,         0  :-  zh  {2  k  -h  i)rL  —  a, 

k  désignant  un  nombre  entier  quelconque. 

Les  calculs  relatifs  aux  expressions  imaginaires  pouvant  être  sim- 
plifiés par  la  considération  des  expressions  réduites,  il  importe  de 
faire  connaître  les  principales  propriétés  de  ces  dernières.  Ces  pro- 
priétés sont  comprises  dans  les  théorèmes  que  je  vais  énoncer. 

TiiÉauÈME  H.    —   Pour  rnalliplier  l'une  par  l'autre  deux  expressions 

réduites 

cos5 -H\/— I  sin0,     008  6'+ v"^  •  sin5', 

d  suffit  d'ajouter  les  arcs  0  et  0'  qui  leur  correspondent. 
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Démonstration .  —  On  a,  en  effet, 


(5) 


(  (cos9  +  v'—  '  sinô)(cos9'  + v^—  i  siii(5') 

'       =cos(5  + Ô') -t-y/^  siii(9  4-'>'). 


Corollaire.   —   Si  dans  la  formule  précédente  on  fait  ô  —  —  0,  on 
trouvera,  comme  on  devait  s'y  attendre, 

(6)  (  cos9  +  \''—  I  sinô)  (cos5  —  \''—  i  sinô)  —  i. 

Théorèmi:   lll.    —    Pour  iniiUipUer  les  unes  par  les  autres  plusieurs 
expressions  réduites 

co'à^  +  \'—\.  i\nO,     Q,o?,V  +  \' —  \ 'i'mO' ,     cos$"h- y  — '  siu5",      ..., 

il  suffit  d'ajouter  les  arcs  0,  0',  0",  .  . .  qui  leur  correspondent. 

Démonstration.  —  En  effet,  on  aura  successivement 

(cos6  +  v/— I  siii9)  (cosÔ'+ v^~- '  sinô') 

—  cos(ô  +  6')  +  v'-"' sin(^  +  ^')' 

(ces 9  -t-  v''^  sin 9)  (cos 6'  +  \j~^  sin 9' )  (cos  5"  +  y  — ^  siri  '5") 
--=[cos(^  +  5'    -f- ;/--""  sin(Ô  4-9')]  (cosô"  +  v''^sin;^") 

—  cos(9  -i-  9'+  9")  +  v/-""  s'n(Q  +  5'+  Ô"), 


et,  en  continuant  de  même,  on  trouvera  généralement,  quel  que  soit 
le  nombre  des  arcs  0,  0',  ô",  . . . , 


(7) 


(cos9  +  v'—  '  sinô)  (cos9'-f-  \l ~  \  sin9')  (cos9"  +  y'—  <  sin^")-  •  ■ 


Corollaire.  —  Si  l'on  développe  par  la  multiplication  immédiate  le 
premier  membre  de  l'équation  (7),  le  développement  se  composera  de 
deux  parties,  l'une  toute  réelle,  l'autre  ayant  pour  facteur  y  —  i-  ^^cla 
posé,  la  partie  réelle  fournira  la  valeur  de 

C0S(5-h  &'-H  '}"+.  .  .), 
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et  le  coefficient  de  y'—  i  dans  la  seconde  partie  la  valeur  de 

sin(6+  Ô'4-  6/"+. . .). 

Supposons,  par  exemple,  que  l'on  considère  seulement  trois  arcs  6, 
0',  6".  L'équation  (7)  deviendra 

(cosô  +  V"--  ^  sin0)  ('cos0'+  \''—  i  sinô')  (cos0"4-\/—  i  sin9") 
^  cos{0  -T-6'+  0")  -h  v'"-^  sin  (  9  -^  5'  4-  9"), 

et,  après  avoir  développé  le  premier  membre  de  cette  dernière  par  la 
multiplication  algébrique,  on  en  conclura 

cos(9  +  6'+  9")  :=      cos9cos5'cos9"—  cos9sin9'sin  9" 
—  sin  9  ces 9'  sin  9"  —  sin  9  sin 5'  cos(9", 

sin  (9  +  9'+ 6")  =      sinÊ/cos9'cos9"4-cosÔsinÔ'cos6" 
-+-  cos9  cos9'  sin  9"+  sin  9  sin 5'  sin  6". 

Théorèmk  IV.  —  Pour  f/à'iser  l'expression  réduite 

cos9  -+-  v'—  I  sin 9 
/?«/•  la  suivante 

cos  9'  +  v/~-  '  sin  9', 

il  sujjit  de  retrancher  V arc  0',  qui  correspond  à  la  seconde,  de  l'arc  0  cor- 
respondant à  la  première. 

Démonstration.  —  Soit  x  le  quotient  cherché,  en  sorte  qu'on  ait 

cosô  --t- V  —  I  sinô 
cos 6' 4- v/—  I  sinô' 

Ce  quotient  devra  être  une  nouvelle  expression  imaginaire  tellement 
choisie,  que,  en  la  multipliant  par  cosO'+  \j—  i  sinO',  on  reproduise 
cosO  -f-  v^—  I  sinO.  i^]n  d'autres  termes,  x  devra  satisfaire  à  l'équation 

(cos^'+v'—  r  sin(9')j7  —  cos 9  +  \/—  i  sin  5. 

Pour  tirer  de  cette  équation  la  valeur  de  x,  il  suffira  de  multiplier  les 

deux  membres  par 

cos 6'—  V  -  I  sinô'. 
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On  réduira  de  cette  manière  le  coefficient  de  x  à  l'unité  {voir  le  théo- 
rème II,  corollaire  I),  et  l'on  trouvera 

a:-  =  (  cosô  -I- y-- 1  sin6')(cos0'~y—  i  sin6') 
=3  (cos0  +  V  -  '  sine)  [cos(-  6')  +  y'— T  sin(—  Ô')] 
=  cos(9— ô')  +  v'^sin(9  — ô'). 

On  aura  donc  en  définitive 

(8) — ^ — -    .        -cos(5-6  )  ^  V-' s'"(^— ^  )• 

cos5'+  y~  '  sni9' 

Corollaire.  —  Si  dans  l'équation  (^8)  on  fait  8  =  o,  elle  donnera 

(9)  \^= —  CCS 9'  —  v^— T  sin9'. 

cosô'h-  v —  I  sin9' 

Thp:orème  V.  —  Pour  élever  V expression  imaginaire 

CCS 9  +  \  —  I  sin5 

«  la  puissance  du  degré  m  (m  désignant  un  nombre  entier  quelconque), 
il  suffit  de  multiplier  dans  cette  expression  l'arc  ô  par  le  nombre  m. 

Démonstration.  —  En  effet,  les  arcs  G,  0',  0",  . . .  pouvant  être  quel- 
conques dans  la  formule  (7),  si  on  les  suppose  tous  égaux  à  l'arc  G  et 
en  nombre  m,  on  trouvera 

(10)  Xcosô  +  V —  I  sin0)"'=:  cosmO  +  v/~  '  sinmô. 

Corollaire.  —  Si  dans  l'équation  (10)  on  fait  successivement  G  =  :?, 
G  =  —  s,  on  obtiendra  les  deux  suivantes  : 


(II) 


1  (cos^  +  v  —  I  sinj)'"^!:  cosmz  -+-  y   -  1  sin/«^, 
V  l^cos^  —  V  "  I  sm-3  j    =cosm:;  —  \'      isxnmz. 


Le  premier  membre  de  chacune  de  ces  dernières,  étant  toujours  un 
produit  de  m  facteurs  égaux,  pourra  être  développé  par  la  multiplica- 
tion immédiate  de  ces  facteurs  ou,  ce  qui  revient  au  même,  par  la 
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formule  de  Newton.  Si,  après  avoir  effectué  le  développement  dont  il 
s'agit,  on  égale  de  part  et  d'autre  dans  chaque  équation  :  i"  les  parties 
réelles;  2"  les  coefficients  de  y  —  '»  on  en  conclura 

niini  —  \)  „       .    „ 

I  1  .  '2 

I  m  (m  —  ï)  (m  —  1)  (m  —  3  ) 

1  H ^ ~ ^—^ ^COS'"-*iSUl*-  —  .  .  ., 

!  1.2.3.4 

('2)  ' 

m 
sin/nc  =  —  cos'"~' ;  sin  .: 
1 

ni  (m  —  t  )  (  ni  —  2  ) 

^ A, co^'"-' z  %m^  z  + 

1.2.3 

On  trouvera,  par  exemple,  en  supposant  m  —  2, 

cos2^  =:  cos^^  —  sin-^, 
sin2x;  =  2sin3  cos^; 

en  supposant  m  =  3, 

cosS:;  1=  cos^^  —  3  coss  sin-^, 
sin  3:;  =^  3  eos-c  sine  —  sin':;, 


Théorème  VI .  —  Pour  élever  l'expression  imaginaire 

»  cos9  H-  \'—  I  siri9 

à  la  puissance  du  degré  —  m  (m  désignant  un  nombre  entier  quel- 
conque),  il  suffit  de  multiplier  dans  cette  expression  l'arc  6  par  le 
degré  —  m . 

Démonstration.    —  En  effet,  d'après  la  définition  que  nous  avons 
donnée  des  puissances  négatives  (voir  le  §  I),  on  aura 

(cosG  +  v/—  I  sin0)~ 


(ces 9  +  v^—  I  sinô)'"       cosmô  4-  y/—  1  sxnmB 
Par  suite,  en  ayant  égard  à  la  formule  (c)),  on  trouvera 
(i3)  (cos9  -h  V  —  I  sinO)"'"—  cos/nf5  -  -  \  —  i  i\nmO 
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ou,  ce  qui  revient  au  même, 

(i4)  (cosÔH-  v'—  I  sin9)~"' ~  cos(—  mô)  -h  sj—  i  sin(—  mB). 

Après  avoir  établi,  comme  nous  venons  de  le  faire,  les  principales 
propriétés  des  expressions  réduites,  il  devient  facile  de  multiplier  ou 
de  diviser  l'une  par  l'autre  deux  ou  plusieurs  expressions  imagi- 
naires, quels  que  soient  leurs  modules,  aussi  bien  que  d'élever  une 
expression  imaginaire  quelconque  à  la  puissance  du  degré  m  ou  —m 
{m  désignant  un  nombre  entier).  On  peut,  en  effet,  exécuter  simple- 
ment ces  diverses  opérations  à  l'aide  des  théorèmes  suivants  : 

Théorkmk  Yll.  —  Pour  obtenir  le  produit  de  deux  ou  de  plusieurs 
expressions  imaginaires,  il  suffit  de  multiplier  le  produit  des  expressions 
réduites  qui  leur  correspondent  par  le  produit  des  modules. 

Démonstration.  —  Le  théorème  énoncé  se  déduit  immédiatement 
de  ce  principe,  que  le  produit  de  plusieurs  facteurs  réels  ou  imagi- 
naires reste  le  même  dans  quelque  ordre  qu'on  les  multiplie.  Soient 
effectivement 

p(cos9  +  y'— I  sin5),     p' {cosQ' +\/— ismB'),     p"(cos5"+ y^— i  sinS"), 

plusieurs  expressions  imaginaires,  dont  p,  p',  p",  . . .  désignent  les 
modules.  Lorsqu'on  voudra  multiplier  entre  elles  ces  expressions 
dont  chacune  est  le  produit  d'un  module  par  une  expression  réduite, 
on  pourra,  en  vertu  du  principe  qu'on  vient  de  rappeler,  former, 
d'une  part,  le  produit  de  tous  les  modules,  de  l'autre,  celui  de  toutes 
les  expressions  réduites,  puis  multiplier  ces  deux  derniers  produits 
l'un  par  l'autre.  On  trouvera  de  cette  manière  pour  résultat  définitif 

(i5)        pp'p". . .  [cos(9  +  9'+  9"+.  . .)  +y/~  sin(0  +  0'+  6"+. . .)]. 

Corollaire  I.  —  Le  produit  de  plusieurs  expressions  imaginaires  est 
une  nouvelle  expression  imaginaire  qui  a  pour  module  le  produit  des 
modules  de  toutes  les  autres. 

Corollaire  H.   —   {]omme  une  expression  imaginaire  ne  s'évanouit 


168  .  COURS  D'ANALYSE. 

jamais  qu'avec  son  module,  et  que,  pour  faire  évanouir  le  produit  de 
plusieurs  modules,  il  faut  nécessairement  supposer  l'un  d'eux  réduit 
à  zéro,  il  est  clair  qu'on  peut  tirer  du  théorème  YIÏ  la  conclusion  sui- 
vante : 

Le  produit  de  deux  ou  de  plusieurs  expressions  imaginaires  ne  peut 
sèK'anouir  qu  autant  (fue  l' une  d'elles  se  réduit  à  zéro. 

TnÉORKJu:  .V 111.  —  Pour  obtenir  le  quotient  de  deux  expressions  imagi- 
naires, il  suffit  de  multiplier  le  quotient  des  expressions  réduites  qui  leur 
correspondent  par  le  quotient  des  modules. 

Démonstration.  -     Supposons  qu'il  s'agisse  de  diviser  l'expression 

imaginaire 

p(cos(5 +  \/— I  sinô), 

dont  le  module  est  p,  par  la  suivante 

p'(cos0'+  v^^  ^  sin9'), 

dont  le  module  est  p'.  Si  l'on  désigne  par  x  le  quotient  demandé, 
X  devra  être  une  nouvelle  expression  imaginaire  propre  à  vérifier 

l'équation 

p'(cos5'+  y/—  I  sin0')j7  =  p(cos0  -h  \/—  i  sinf5). 

Pour  tirer  de  cette  équation  la  valeur  de  x,  on  multipliera  les  deux 
membres  par  le  produit  des  deux  facteurs 

—,  5     cos  B'  —  J—  I  sin  Q' , 
9 

et  l'on  trouvera  de  cette  manière,  en  écrivant  -7  au  lieu  de  p  —,, 

p  p 

;r— -^[cos(5-Ô')+v'-l"siii(9-9')J.     * 
P 

On  aura  donc  en  dernière  analyse 

,  ^,         p(cos0  +  v^— I  sinô)         pr       ,.       ,,,        / .    ,r,      û,,i 

p'(cos6''-hv/— I  sinô')       9 
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et,  puisque,  en  vertu  du  théorème  IV, 

cos{0  —  6')  -i-  s/^  sin{0  —  0') 
est  précisément  le  quotient  des  deux  expressions  réduites 

COS0  +  v^—  •  sin5,     cos6'-+-\/— I  sin6'', 


il  est  clair  que,  après  avoir  établi  la  formule  (i6),  nous  devons  consi- 
dérer le  théorème  VIII  comme  démontré. 

Corollaire.  —  Si  dans  l'équation  (i6)  on  fait  0  =  o,  elle  donnera 

(17)  __      -_L^__^^  :=  i_(cosô'-s/=rTsin5'). 

Théorème  IX.  —  Pour  obtenir  la  m*^"'^ puissance  d'une  expression  ima- 
ginaire (m  désignant  un  nombre  entier  quelconque),  il  suffit  de  multi- 
plier la  m^^""^  puissance  de  V expression  réduite  correspondante  par  la 
jy^ieme  puissance  du  module. 

Démonstration.  —  En  effet,  si  dans  le  théorème  VII  on  suppose  les 
expressions  imaginaires 

p  (cos6'  -i-  v^—  I  sin  0  ), 
p'  (  cos  5'  H-  y/  —  I  sin  0'  ), 
p"(cos(î"-i- v^— '  sin^"), 


toutes  égales  entre  elles  et  en  nombre  m,  leur  produit  sera  équivalent 
à  la  puissance  m'*'™*'  de  la  première,  c'est-à-dire  à 

[p(cos5  4- v^— I  sinô)]'"; 

et,  comme  dans  cette  hypothèse  l'expression  (i5)  deviendra 

p'«(cosmO  +  y/—  I  sin  m  9), 
on  aura  définitivement 
(18)  [p(cos6  +  v^^sin0)]"'=p'"(cos/«ô+v/— 7  sin//i&). 

OEuvres  de  C.  —  S.  H,  t.  \\\.  22 
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L'expression  réduite 

cos/«!5  +  ^/ — I  sinm9 

étant  égale  (en  vertu  du  théorème  V)  à 

(cos^  +  y/— I  sinS)'", 

il  en  résulte  que,  après  avoir  établi  la  formule  (i8),  on  doit  considérer 
le  théorème  IX  comme  démontré. 

Théorème  X.  —  Pour  élever  une  expression  imaginaire  à  la  puissance 
du  degré  —  m  (w  désignant  un  nombre  entier^,  il  suffit  de  former  les 
puissances  semblables  du  modale  et  de  V expression  réduite,  puis  de  mul- 
tiplier ces  deux  dernières  l'une  par  l'autre. 

Démonstration.  —  Supposons  qu'il  s'agisse  d'élever  à  la  puissance 
du  degré  —  m  l'expression  imaginaire 

p(cos9  +  v/""  I  sinô), 

dont  le  module  est  p.  On  aura,  en  vertu  de  la  définition  des  puissances 
négatives. 


[p(cos9  -h  V'—  '  sin9)]" 


I 


fp(cos9  4-v/-i  sin9)]' 


p'"(cosmÔ-h-  y/ —  I  sin/n0) 
Par  suite,  en  ayant  égard  à  la  formule  (17),  on  trouvera 

[p(cos9  -r- y/—  1  sinô)]"'"—  —^^  (cos mO  —  \J—  i  sin/wô) 

r 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

(19)  [p(cos9  4- y/^  ^\nB)Y"'=p-"'{co?,mO  —  sf^i^'mniB). 

Cette  dernière  formule  réunie  à  l'équation  (i3)  fournit  la  démonstra- 
tion complète  du  théorème  X. 
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§  III.  —  Sur  les  racines  réel/es  ou  imaginaires  des  deux  quantités  -j-  i , 
—  i,  et  sur  leurs  puissances  fractionnaires. 

Supposons  que  l'on  désigne  par  m  et  n  deux  nombres  entiers  pre- 
miers entre  eux.  Si  l'on  fait  usage  des  notations  adoptées  dans  le  §  1, 
les  racines  /i'*^'"^*  de  l'unité,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  ses  puis- 
sances du  degré  -  seront  les  diverses  valeurs  de  l'expression 

et,  de  même,  les  puissances  fractionnaires  de  l'unité,  positives  ou  né- 
gatives, du  degré  —  ou >  seront  les  diverses  valeurs  de 


((!))«       OU       ((!))      «. 

On  en  conclura  que,  pour  déterminer  ces  racines  et  ces  puissances,  il 
suffit  de  résoudre,  l'un  après  l'autre,  les  trois  problèmes  suivants. 

Problème  I.  —  Trouver  les  diverses  valeurs  réelles  ou  imaginaires  de 
i  expression 

((0)''- 

Solution.  —  Soit  x  l'une  de  ces  valeurs;  et,  afin  de  la  présenter  sous 
la  forme  générale  qui  comprend  à  la  fois  toutes  les  quantités  réelles  et 
toutes  les  expressions  imaginaires,  supposons 

d?  ^= /-(cos^ -I- V^— I  sin^), 
r  désignant  une  quantité  positive,  et  t  un  arc  réel.  On  aura,  d'après  la 
définition  même  de  l'expression  ((i))", 

(i)  œ"z=i 

ou,  ce  qui  revient  au  même,  • 

/■"(cos«^  -+-  \J—  I  smat)  =  1. 
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On  tirora  de  cette  dernière  équation  (à  l'aide  du  théorème  f,  §  II) 

/•«z=:i, 

cosnt -h  s/— i  ^in  nt  ^=i, 
et,  par  suite, 

/■  =3  I  , 

cos«^::=i,         sinnt  =:  o,         nt  zzz  ±  iki:, 

n 

k  représentant  un  nombre  entier  quelconque.  Les  quantités  r  et  /  étant 
ainsi  déterminées,  les  diverses  valeurs  propres  à  vérifier  l'équation  (i) 
seront  évidemment  comprises  dans  la  formule 

aÂTT    ,     / .    ikT^ 

(2)  X  zzz  CO?, -^V — 1  Slll 

Il  ^  It 

En  d'autres  termes,  les  diverses  valeurs  de  ((i))"  seront  données  par 
l'équation 

(3)  ((!))"=  CCS '-^:^±vA=:7sin^. 
•  n  n 

Soit  maintenant  A  le  nombre  entier  le  plus  rapproché  du  rapport  -■ 

La  différence  entre  les  deux  nombres  A,  -  sera  tout  au  plus  égale  à  -? 

en  sorte  qu'on  aura 

A'  _  k' 

n  n 

k'  I 

—  désignant  une  fraction  égale  ou  inférieure  à  -?  et,  par  suite,  k'  un 

nombre  entier  inférieur  ou  tout  au  plus  égal  à  -  •  On  en  conclura 

2  A- 71  ,     ^ik'r^ 

=  2/171  ±:  ■> 

n  II 

2kTZ     ,       / .      2^-71  ik'Ti     ,       /■ — -     .      2/1 '7: 


COS 


—    ±:  y/—  I  sui =:  COS dr  y—  1  sm 


n 

1 


Par  conséquent,  toutes  les  valeurs  de  ((i))"  seront  comprises  dans  la 
formule 

qA-'tT     ,       /- .      2k''K 

ces ±  y—  I  sm > 
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si  l'on  y  suppose  k'  renfermé  entre  les  limites  o,  -•,  ou,  ce  qui  revient 
au  même,  dans  la  formule  (3),  si  l'on  y  suppose  k  renfermé  entre  les 
mêmes  limites. 

Corollaire  I.  —  Lorsque  7i  est  pair,  les  diverses  valeurs  que  le 
nombre  entier  k  peut  recevoir,  sans  sortir  des  limites  o,  -■,  sont  res- 
pectivement 

n  —  9,        a 

o,        I,        2,        ...,        -^.        -. 

Pour  chacune  de  ces  valeurs  de  k,  la  formule  (3)  fournit  en  général 

deux  valeurs  imaginaires  conjuguées  de  l'expression  ((i))",  c'est- 
à-dire  deux  racines  imaginaires  de  l'unité  conjuguées  et  du  degré  n. 
Seulement,  on  trouve,  pour  k=^o,  une  racine  réelle  +i,  et,  pour 
^=:  -,  une  autre  racine  réelle  —  i.  En  résumé,  lorsque  ii  est  pair, 
l'expression 

admet  deux  valeurs  réelles,  savoir 

+  1,    —I, 
avec  n  —  1  valeurs  imaginaires  conjuguées  deux  k  deux,  savoir 

2  71  /- .      ir.  ITZ  I .      2  71 

ces- 1-v— isin — 1  ces v— I  sin  —  > 

Il  II  n  II 

(\T.         I .     (\n  k-K         , .     !\T. 

,,^    ,  cos — ■  +  V— I  sin  —  '  cos V— I  sin — , 

{.\)   {  Il  II  II  II 


(n  —  2)7:        / ■    .     (n  —  2)7:  (n  —  2)7:         —    .     (n  —  2)7: 

cos ■  +  w—  I  sin —  ?  cos  ^ -— v/  —  •  sin  -^^ • 

n  n  II  II 

Le  nombre  total  de  ces  valeurs  réelles  ou  imaginaires  est  égal  à  n. 

Supposons,  par  exemple,  n  =  ?..  On  trouvera  qu'il  existe  deux  va- 
leurs de  l'expression 

((0)% 
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ou,  ce  qui  revient  au  même,  deux  valeurs  de  x  propres  à  vérifier  l'é- 
quation 

et  que  ces  valeurs,  toutes  deux  réelles,  sont  respectivement 

+  1,    —I. 

Supposons  encore  //  =  4-  On  trouvera  qu'il  existe  quatre  valeurs  de 
l'expression 

((0)1 

ou,  ce  qui  revient  au  même,  quatre  valeurs  de  œ  propres  à  vérifier 

l'équation 

•  ^*  =  I. 

Parmi  ces  quatre  valeurs,  deux  sont  réelles,  savoir 

4-1,      —I. 

Les  deux  autres  sont  imaginaires  et  respectivement  égales,  la  pre- 
mière à 


71         / —    .    t: 


IL  j .        il  / 

cos  — h  V  —  I  sin  -  —  -+-  V —  1 , 

2  2 


la  seconde  à 


71  / •     .      7Î 

;:  -V- 


cos V —  I  sin  -  =  —  V —  ' 


Corollaire  IL  —  Lorsque  n  est  impair,  les  diverses  valeurs  que  le 
nombre  entier  k  peut  recevoir,  sans  sortir  des  limites  o,  -,  sont  res- 
pectivement 

//  —  I 

o,        T,       2,        ...,       -^— 

Pour  chacune  de  ces  valeurs  de  k,  la  formule  (3)  fournit  en  général 

deux  valeurs  imaginaires  conjuguées  de  l'expression  ((i))",  c'est- 
à-dire  deux  racines  imaginaires  conjuguées  et  du  degré  n.  Seulement, 
on  trouve,  pour  ^  =  o,  une  racine  unique  et  réelle,  savoir  -hi.  En 
résumé,  lorsque  n  est  impair,  l'expression 

((0)" 


PREMIÈRE  PARTIE.  -   CHAPITRE  VII.  175 

admet,  avec  la  seule  valeur  réelle 

-M, 

Il  —  I  valeurs  imaginaires  conjuguées  deux  à  deux,  savoir 

2  TZ  I .      2  TT  2  7:  / .      2  71 

cos -t-v— isin — ,  cos v/— 'Sin — -, 

n  II  an 

l\  n         r .471  ^Ti         I .     t\T. 

,  cos h  v  —  1  sin  - — ,  cos  — -  —  V —  i  sm  —  j 

(5)   /  «  n  n  n 


;i  / ■    .     \ii  —  \  )  Il  (n  —  i)7T  /■ .     {n  —  i)r. 

cos  ^ ■ h  V—  »  sin ,         cos  ^ y—  i  siii 

n  n  n  n 

Le  nombre  total  de  ces  valeurs  réelles  ou  imaginaires  est  égal  à  /i. 

Supposons,  par  exemple,  n  =  3.  On  trouvera  qu'il  existe  trois  va- 
leurs de  l'expression 

ou,  ce  qui  revient  au  même,  trois  valeurs  de  x  propres  à  vérifier  l'é- 
quation 

^•'  =  I , 

et  que  ces  valeurs,  dont  une  est  réelle,  sont  respectivement 

2  7:  / .      2  TT  2  n  1 .      2  71 

cos  -„ h  si  —  I  sin  -r^t  cos— V         '   SI"  "â"' 

De  plus,  le  côté  de  l'hexagone  étant,  comme  on  sait,  égal  au  rayon,  et 
le  supplément  de  l'arc  sous-tendu  par  ce  côté  ayant  pour  mesure  -^> 
on  obtiendra  facilement  les  équations 

2  71  1  .      2  7Î  3^ 

cos  -TT  = ■>         sin  -r,-  =  4 ■> 

3  2  3  2 

1 

en  vertu  desquelles  les  valeurs  imaginaires  de  l'expression  ((i))'  se 
réduisent  à 

I       3^   , —  I        3^   , — 
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Corollaire  111.    —   n  désignant  un   nombre  entier  quelconque,   le 
nombre  des  valeurs,  soit  réelles,  soit  imaginaires,  de  l'expression 

((i))",  ou,  ce  qui  revient  au  même,  le  nombre  des  valeurs  de  x  pro- 
pres il  vérifier  l'équation  af=i  i  restera  toujours  égal  à  n. 

Problème  II.  —  Trouver  les  diverses  valeurs  réelles  ou  imaginaires  de 
r  expression 

tn 

Solution.  —  Les  nombres  m^in  étant  supposés  premiers  entre  eux, 

m 

on  aura,  d'après  la  définition  même  de  l'expression  ((i))" , 

((!))"  ==L((on  ; 

puis,  en  remettant  pour  ((i))"  sa  valeur  générale  tirée  de  l'équa- 
tion (3),  on  trouvera 

((!))«  =  1  cos  —^  ±  v  —  I  sin  -^1 

et,  par  suite, 

//  xxT  m.2kr.    ,     / •    .    fil. 1  kit 

(6)  (i))"r=cos ±v/— isin 

/i  II 

tn 

Pour  déduire  de  cette  dernière  formule  toutes  les  valeurs  de  ((i))", 
il  ne  reste  qu'à  donner  successivement  à  k  toutes  les  valeurs  entières 

comprises  entre  o  et  -  •  Soient  k' ,  k"  deux  de  ces  valeurs  supposées 

inégales.  Je  dis  que  les  cosinus 

m.ik'-n  7n.ik"Ti 

cos >      cos- 

fi  n 

seront  nécessairement  différents  l'un  de  l'autre.  En  eflfet,  ces  cosinus 
ne  pourraient  devenir  égaux  que  dans  le  cas  où  les  arcs  qui  leur  cor- 
respondent seraient  liés  entre  eux  par  une  équation  de  la  forme 

ni.ik'r.        ,       ,       ,    ni.ik"r. 

=  it  2  /i  7T  ±:  5 
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h  désignant  un  nombre  entier.  Or  on  tire  de  cette  équation 

_  m{±  k'±,k") 
n 

Il  faudrait  donc,  puisque  m  est  premier  à  n,  que  ±lt  ± k"  fût  divisible 
par  /?,  ce  qu'on  ne  saurait  admettre,  attendu  que,  les  nombres  k\  k" 
étant  inégaux,  et  chacun  d'eux  ne  pouvant  surpasser  ^/i,  leur  somme 
ou  leur  diflférence  est  nécessairement  inférieure  à  n.  Ainsi,  deux  va- 
leurs différentes  de. y?:  comprises  entre  les  limites  o  et  ^/ï  fournissent 
deux  valeurs  différentes  de 

ni.ikTi 

cos ■' 

n 

On  conclut  aisément  de  cette  remarque,  que  les  valeurs  réelles  ou 

m. 

imaginaires  de  l'expression  ((i))"  données  par  l'équation  (6)  sont  en 

même  nombre  que  les  valeurs  réelles  ou  imaginaires  de  ((i))"  déter- 
minées par  l'équation  (3).  De  plus,  comme  on  a  évidemment 

/        m.-îkv:    ,     I .    ni.2kTi\"  ,     .,     / ■    /  ,     . 

I  cos- — ; ±:  \/ —  I  sin •  i   =  cos  (m.  2/1:71)  zh  y —  i  sin  (/».  2  attî)  =  i, 

il  en  résulte  que  toute  valeur  de  ((1))"  est  une  expression  réelle  ou 
imaginaire  dont  la  puissance  n  équivaut  à  l'unité,  par  conséquent  une 

valeur  de  ((i))"-  ^^^^  observations  conduisent  à  la  formule 

m  i 

(7)  (('))"  =  ((or, 

dans  laquelle  le  signe  =  indique  seulement  que  l'une  des  valeurs  du 
premier  membre  est  toujours  égale  à  l'une  des  valeurs  du  second. 

Problême  III.  —  Trouver  les  diverses  valeurs  réelles  ou  imaginaires  de 
l'expression 

m 

Solution.  —  On  aura,  d'après  la  définition  des  puissances  négatives, 

m 


((0)" 

OFMirescleC.— s.  U,i.  ni.  23 
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puis,  en  remettant  pour  ((i))"   sa  valeur  générale  tirée  de  l'équa- 
tion (6),  et. ayant  égard  à  la  formule  (9)  du  paragraphe  précédent, 

(8)  ((0)    "•— cos zpv/— 'Sin -• 

m 

il  suit  de  cette  dernière  équation  que  les  diverses  valeurs  de  ((i))   " 

sont  les  mêmes  que  celles  de  ((1))",  et  par  conséquent  égales  à  celles 

1 
de  ((i))".  On  a  donc 

m  2 

(9)      '  ((or"==((0)", 

le  signe  =  devant  être  interprété  comme  dans  l'équation  (7). 
Corollaire.  —  Si  l'on  fait  m  =  1 ,  la  formule  (9)  donnera 

_i  i 

(.0)  ((!))     "=((!))«. 

Supposons  maintenant  que  l'on  cherche  les  racines  et  puissances 
fractionnaires,  non  plus  de  l'unité,  mais  de  la  quantité  — i-  Les  ra- 
cines /i''""^''  de  cette  quantité,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  ses  puis- 
sances du  degré  -,  seront  les  diverses  valeurs  de  l'expression 


et  de  même,  les  puissances  fractionnaires  de  —  i,  positives  ou  néga- 
tives, du  degré  —  ou  —  —  >  seront  les  diverses  valeurs  de 


((-!),)«        0.1       ((-0)      «. 

\\n  conséquence,  pour  déterminer  ces  racines  et  ces  puissances,  il 
sulfira  de  résoudre  l'un  après  l'autre  les  trois  nouveaux  problèmes 
que  je  vais  énoncer. 

Problème  iV.  —  Trouver  les  diverses  valeurs  réelles  ou  imaginaires  de 
r  expression 
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Solution.  —  Soit 

a:  r=z  r{cost  +  \J —  i  sin^) 

l'une  de  ces  valeurs,  r  désignant  une  quantité  positive,  et^  un  arc  réel. 
On  aura,  d'après  la  définition  même  de  l'expression  ((—  i))", 

(11)  ^«  — —  I 
ou,  ce  qui  revient  au  même, 

/•"(cosni  -h  y/—  I  sinn^)  =  —  i. 

On  tirera  de  cette  dernière  équation  (à  l'aide  du  théorème  1,  §  II), 

/•"  =  I , 

cos«^  +  y/ —  I  sin«/  =  —  i, 

et,  par  suite, 

r=:i, 

cosht=z — I,         sinn^  =  o,         nt  =  ±{2  k  -{-  i)r., 

(2A-  +  i)7r 

c  —  zn ) 

n 

k  représentant  un  nombre  entier  quelconque.  Les  quantités  r  et  l  étant 
ainsi  déterminées,  les  diverses  valeurs  de  x  propres  à  vérifier  l'équa- 
tion (i  i)  se  trouveront  évidemment  comprises  dans  la  formule 

,       ,  (  2  /r  +  I  )  7Ï     ,       / .      (  2  A-  +  I  )  TT 

(12)  j?  =  cos ±v/— fsin- ^• 

Il  n 

En  d'autres  termes,  les  diverses  valeurs  de  ((-—  i))"  seront  données 
par  l'équation 

/ON  //        sh  {ik  -\~i)tz         , .    (2  A' H- 1)7: 

(i3)  ((— i))"  =:  cos  ^^ ^±:v/— isin^ —- 

Il  II 

Soit  maintenant  h  le  nombre  entier  le  plus  rapproché  du  rapport 
La  différence  entre  les  deux  nombres  h,  — sera  évidem- 

2  n  n 

ment  une  fraction  de  numérateur  impair,  inférieure  ou  tout  au  plus 
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égale  à  J;  en  sorte  qu'on  aura 

2  A-  -f-  r        ,    ,    2  A-'  +  I 

■ -=z  h±: , 

111  nu 

ik'-^  I  désignant  un  nombre  impair  égal  ou  inférieur  à  n.  On  en  con- 
clura 

(  2  A'  -+-  I  )  71              ,       _^  (  2  A-'  4-  I  )  7t 
^ :=2/ni±  > 


COS 


(2A-f-l)7l    ^     ■     .      (2k-^l)Tl  (2A'+I)7r    .     / '    ,-    (2A:'-f-i)7r 

^^ '—  ±:  s  —  I  sin  ^^ -—  =rcos^ =tv  —  '  sin —■ 


Par  conséquent  toutes  les  valeurs  de  ((—  i))"  seront  comprises  dans 

la  formule 

(2A''^i)7r_^    , .    (2A'-4-r)7: 

COS  ^ ±:  i/ —  1  sin > 

n  *  n 

si  l'on  y  suppose  a/:' -h  i  renfermé  entre  les  limites  o,  iii  ou*  ce  qui 
revient  au  même,  dans  la  formule  (i3),  si  l'on  y  suppose  2k  -+- 1  ren- 
fermé entre  les  mêmes  limites. 

Corollaire  I.  —  Lorsque  n  est  pair,  les  diverses  valeurs  que  2X:  +  i 
peut  recevoir,  sans  sortir  des  limites  o,  n,  sont  respectivement 


I,    3,    5,     -  -  -,    /i  —  1. 

Pour  chacune  de  ces  valeurs  de  2k -h  i,  la  formule  (i3)  fournit  tou- 

1 

jours  deux  valeurs  imaginaires  conjuguées  de  l'expression  (( — i))". 
Par  suite,  cette  expression,  dans  le  cas  que  nous  considérons  ici, 
n'admet  point  de  valeurs  réelles,  mais  seulement  n  valeurs  imagi- 
naires conjuguées  deux  h  deux,  savoir  : 

/•  7:  / .      Tï  TT  / .      7Ï 

COS-     +v/— isin  — )  COS-     — V — I  siii  -  » 

[  n  ^  n  n  ^  n 

}         Stt        / —    .    Stt  Stt        / —    .    St: 

'  COS 1-  v  —  I  sm  — ,  COS V  —  '  sin  —  » 


(n  —  i)7i        I —    .    (/«  — Ott  {n  —  \)r.        , .    (w  — i)^ 

cos^^- — ^— 4-v/— ism^ —,         co^- V  — ism 

n  n  n  n 
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Supposons,  par  exemple,  n—i.  On  trouvera  qu'il  existe  deux 
valeurs  de  l'expression  ((—  i))',  ou,  ce  qui  revient  au  même,  deux 
valeurs  de  x  propres  à  vérifier  l'équation 


x^  —  —\ 


et  que- ces  valeurs,  toutes  deux  imaginaires,  sont  respectivement 

71  / .      TT  I 

cos  — !-  V—  I  sm-  =  +  y—  I, 


7T  / .      TT  / ■ 

2  '^  2 

Supposons  encore  n  =  4-  On  verra  qu'il  existe  quatre  valeurs  de 
l'expression  ((—  i))',  ou,  en  d'autres  termes,  quatre  valeurs  de  x  pro- 
pres à  vérifier  l'équation 

a;*=— i; 

et  que  ces  quatre  valeurs  sont  comprises  dans  les  deux  formules 

71        ,       / .      71 

COS  7    ±  V—  I  sni  y, 
4  4 


COS  -r-  ±:  V  —  1  sm  -7-  j 
4  4 

ou,  ce  qui  revient  au  même,  dans  la  seule  formule 


Comme  on  a  d'ailleurs 


,  71  _,      / .      71 

±  COS  7  ±:  V —  '  sin  y 
4  4 


71  .71  I 

C0S7  r=  sm  7  =  — = 

4  4     ^2 


on  trouvera  définitivement 

((-i))^=±:  -L±~v/^. 


2- 


CoroUaire  IL  —  Lorsque  n  est  impair,  les  diverses  valeurs  que 
2iî: -h  I  peut  recevoir  sans  sortir  des  limites  o  et  Ji  sont  respective- 
ment 

I,     3,     5,      .  .  .,      n  —  2,      n. 
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Pour  chacune  de  ces  valeurs  de  2X-  +  i,  la  formule  (i3)  fournit  en  gé- 

néral  deux  valeurs  imaginaires  conjuguées  de  l'expression  ((— i))", 
c'est-à-dire  deux  racines  imaginaires  de  —  i  conjuguées  et  du  degré  n. 
Seulement  on  trouve,  pour  ik  +  i  ~  n,  une  racine  unique  et  réelle, 

savoir  —  i.  En  résumé,  lorsque  n  est  impair,  l'expression  ((—  i))" 
admet,  avec  la  seule  valeur  réelle 

n  —  1  valeurs  imaginaires  conjuguées  deux  à  deux,  savoir 

/  tt  I .      TT  TZ  , •     .      TT 

COS-     +  V' — isin-,  COS-     —  V— 1  sm- , 

n  II  n  II 

37r         . .3  7:  371        / .    3r 

COS h  V' — '  sin  —  j  COS -V — I  sin — , 

(  1 5  )  {  "  n  n         ^  n 


(n  —  2)7:        / .     (n  —  2)7:  (n  —  2)71         , .     (n — 2)71 

COS  ^^ — — 1-V  —  J  sin^ —,  COS V  — 1  sm  -^ -^-• 

n  II  II  a 

Le  nombre  total  de  ces  valeurs  réelles  ou  imaginaires  est  égal  à  n. 

Supposons,  par  exemple,  /i  =  3.  On  trouvera  qu'il  existe  trois  va- 

j 
leurs  de  l'expression  ((—  i))"',  ou,  ce  qui  revient  au  même,  trois 

valeurs  de  x  propres  à  vérifier  l'équation 


et  que  ces  valeurs,  dont  une  est  réelle,  sont  respectivement 


COS  -7^  4-  \J —  I 

.  r.  I  3^  /- 
3        2        2  * 

COS^  —\J—  I 

.     TT          I          3*    / 

3       2        2  * 

Corollaire  IIl.   —  n  désignant  un  nombre  entier  quelconque,  le 
nombre  des  valeurs,  soit  réelles,  soit  imaginaires,  de  l'expression 

((—  i))",  ou,  ce  qui  revient  au  même,  le  nombre  des  valeurs  de  x 
propres  à  vérifier  l'équation  x"  =■  —  i,  restera  toujours  égal  à  n. 
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Problème  V.  —  Trouver  les  diverses  valeurs  réelles  ou  imaginaires  de 
l' expression 

m 

i  ((-or. 

Solution.  —  Les  nombres  m  et  n  étant  supposés  premiers  entre  eux, 

m 

on  aura,  d'après  la  définition  même  de  l'expression  ((—  i))". 

m  r  1  "1  m 

((-•))"  =  [((- on  ; 

puis,  en  remettant  pour  ((—  i))"  sa  valeur  générale  tirée  de  l'équa- 
tion (i3),  on  trouvera 

??  /?l  (  2  /.•  +  I  )  TT     ,       / .      W  (  2  A-  -(-  I  )  7t 

(i6)  ((-  0)"  ==  cos- 3=  v/-  I  sin 

1)1 
Pour  déduire  de  cette  dernière  formule  toutes  les  valeurs  de  ((—  i))", 

il  ne  reste  qu'à  donner  successivement  à  2^h-i  toutes  les  valeurs 

entières  et  impaires  comprises  entre  o  et  n.  Soient  2k' -^  i,  ik" -\- 1 

deux  de  ces  valeurs  supposées  inégales.  Je  dis  que  les  cosinus 

miik' -\-  \)v:  m ( 2 /c" -h  i )  t: 

cos — ^ —,      cos — ^ — 

n  n 

seront  nécessairement  différents  l'un  de  l'autre.  En  effet,  ces  cosinus 
ne  pourraient  devenir  égaux  que  dans  le  cas  où  les  arcs  qui  leur  cor- 
respondent seraient  liés  entre  eux  par  une  équation  de  la  forme 

m  (  2  /v'  +  I  )  71  ,         ,  ,     /?!  (  2  Â-"  +  I  )  7Ï 

n  n 

h  désignant  un  nombre  entier.  Or  on  tire  de  cette  équation 

■  ±  (  2  A:'  +  I  )  ±  (  2  A-"  4-  I  )  ] 


Il  faudrait  donc,  puisque  m  est  premier  à  n,  que  le  nombre  entier 

±:(2/.'+l)±(2/x"-4-l) 
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fût  divisible  par  n,  ce  qu'on  ne  saurait  admettre,  attendu  que,  les 
nombres  ik -\- 1,  ik" ^\  étant  inégaux,  et  chacun  d'eux  ne  pouvant 
surpasser  n,  leur  demi-somme,  et,  à  plus  forte  raison^  leur  demi-dilï'é- 
rence,  est  nécessairement  inférieure  à  n.  Ainsi  deux  valeurs  différentes 
de  nk  +  i  comprises  entre  les  limites  o  et  n  fournissent  deux  valeurs 
différentes  de 

/?l  (  2  A'  -!-  I  )  71 

cos 

n 

On  conclut  aisément  de  cette  remarque  que  les  valeurs  réelles  ou  ima- 

m 

ginaires  de  l'expression  ((—  i))"  données  par  l'équation  (i6)  sont  au 

nombre  de  n,  comme  celles  de  ((i))"  et  de  ((—  i))".  De  plus,  comme 
on  a  évidemment 

/?/  ( 2 /•  +  1  ) 71  _j_   / .     m{i k 


COS 


,     / .    /?i(2A -L- i)7r1" 

±:  V —  I  siri 

n  J 


I  n 

^=  cosm(2  A-  4-  i)t:  ±:  \J  —  i  sinm(2  A:  +  i)7î—  (—  i)"'==±:  i, 

m 

il  en  résulte  que  toute  valeur  de  ((—  i))"  est  une  expression  réelle  ou 
imaginaire  dont  la  puissance  /i"™^  équivaut  à  =hi,  par  conséquent, 

une  valeur  de  ((i))"  ou  de  ((—  i))".  Cette  remarque  conduit  à  l'équa- 
tion 

m  1 

(17)  ((-0)"=  (('))", 

toutes  les  fois  que  (—  1)'"=:  i,  c'est-à-dire  toutes  les  fois  que  m  est  un 
nombre  pair,  et  à  la  suivante 

w  1 

(i8)  ((_,))"  =  ((-.))", 

lorsque  (—  i)'"=  —  i,  c'est-à-dire  lorsque  m  est  un  nombre  impair. 
Ajoutons  que  l'on  peut  comprendre  les  équations  (17)  et  (18)  dans 
une  seule  formule,  en  écrivant 

(19)  ((_,))"^(((_,)"')r. 
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PROni.ÈJiE  M.  —  Trouver  les  diverses  valeurs  réelles  ou  imaginaires  de 
l' expression 

m 

(("or". 

Solution.    —   On  aura,  d'après  la  définition  des  puissances  néga- 
tives, 

puis,  en  remettant  pour  ((-    i))"  sa  valeur  générale  tirée  de  l'équa- 
tion (  i6),  et  ayant  égard  à  la  formule  (9)  du  paragraphe  précédent, 

,      ,  ,,        ,-7/  /»f  aA-H- iIt:         , .     m  { o.  k  +  \) r. 

(20)  ((—  0)    "  —  cos =p  V  -  -  »  sin 

n  '  Il 

m 

11  suit  de  cette  dernière  équation  que  les  diverses  valeurs  de  ((—  i))    " 
sont  les  mêmes  que  celles  de  ((1))"  ;  on  aura  en  conséquence 

(21)  ((— 1  ))'«==.(( i))"  si /«  est  pair 
et 

(22)  ((—0)    "=((—0)"     si /«  est  impair.  ' 

A  la  place  des  deux  formules  qui  précèdent,  on  peut  se  contenter 
d'écrire  la  suivante  : 

III  ! 

(23)  ((-l)r":^(((-l)«))''. 

Corollaire.  —  Si  l'on  fait  m  -=  1,  la  formule  (23)  donnera 

En  terminant  ce  paragraphe,  nous  ferons  remarquer  que  les  équa- 
tions (3),  (G),  (8),  (i3),  (\6)  et  (20),  à  l'aide  desquelles  on  déter- 
mine les  valeurs  des  expressions 

1  m  m 

1  ;;/  m 

(■(--'))'',     (A     '))'%     ((-'))"", 

OEin-ns  de  C,  S.  n,  1.  III.  24 
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* 

peuvent  être  remplacées  par  deux  formules.  En  effet,  si  l'on  désigne 
par  a  une  quantité  positive  ou  négative  dont  la  valeur  numérique  soit 
fractionnaire,  la  valeur  de  ((i))'"  déterminée  par  l'équation  (3),  (6) 
ou  (H)  sera  évidemment 

(25)  ((i))«=:  coS2/ca7r  ±  \J  —  I  sinaX-a;:, 

tandis  que  la  valeur  de  ((—  i))"  déterminée  par  l'équation  (i3),  (16) 
ou  (20)  sera 

(26)  ((—  i))"  =  cos(2X:  +  i)a7r  ±  \/~  '  sin(2A-  +  i)a7r. 

Dans  les  deux  formules  précédentes,  on  peut  prendre  pour  k  un 
nombre  entier  quelconque. 

§  IV.    —   Sur  les  racines  des  expressions  imaginaires  et  sur 
leurs  puissances  fractionnaires  et  irrationnelles. 

Soit 

une  expression  imaginaire  quelconque.  On  pourra  toujours  trouver 
{voir  le  §  II)  une  valeur  positive  de  p  et  une  infinité  de  valeurs  réelles 
de  0  propres  à  vérifier  l'équation 

(r)  a  4-  6  y/—  i  —  p(cos5  +  ^  —  i  sin^). 

Cela  posé,  concevons  que  l'on  désigne  par  m  et  n  deux  nombres  en- 
tiers premiers  entre  eux.  Si  l'on  fait  usage  des  notations  adoptées 
dans  le  §  I,  les  racines  /i'«'"«^'  de  l'expression  a  -h  êy  —  i ,  ou,  ce  qui 

revient  au  même,  ses  puissances  du  degré  -,  seront  leç  diverses  va- 
leurs de 

1 

sjj^  +  6  sj-=r,  =  ((a  +  s  v/--^))''; 

et,  de  même,  les  puissances  fractionnaires  de  a  h-  ^  y  —  ^  positives  ou 
négatives,  du  desré  —  ou ■>  seront  les  diverses  valeurs  de 

m  m 

((a  +  6v/"-i))"     ou     ((a  +  6v'--~i))~". 
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En  conséquence,  pour  déterminer  ces  racines  et  ces  puissances,  il 
suffira  de  résoudre  l'un  après  l'autre  les  trois  problèmes  suivants  : 
Problème  l.  —  Tromper  les  diverses  valeurs  de  l' expression 


Solution.  —  Soit 

œ  z=.  /(cos^  +  \/—  1  sin/) 

l'une  de  ces  valeurs,  r  désignant  une  quantité  positive  et  t  un  arc  réel. 

On  aura,  d'après  la  définition  même  de  l'expression  ((a  -+-  ^\!  —  i))", 

(a)  a;"  — a -H  Sy/— 1  =  p(cosS  +  v/— I  sinô), 

OU,  ce  qui  revient  au  même, 

/■"(cos/i^  +  V^~  •  sinrt^)  —  p(cos6'  +  y'—  i  sin6'). 

On  tirera  de  cette  dernière  équation,  à  l'aide  du  théorème  I,  §  II, 

/    —  ,J, 
cos nt  H-  v'^ —  I  sirirt^  =  cosô  +  \^ —  i  sin9 

et,  par  suite, 

i 

cosnt  r—cos6,         sin nt  =■  sind,         «^  z=  9  dr 'iA'Tr, 


k  représentant  un  nombre  entier  quelconque.  Les  quantités  r  et  /  étant 
ainsi  déterminées,  les  diverses  valeurs  de  x  propres  à  vérifier  l'équa- 
tion (i)  seront  évidemment  comprises  dans  la  formule 

j,  /        ô±2krL         I .     6  ±.2 A- 71 

X  :=.  p"  [  cos h  V  —  '  sm 


n  ^         I ■     ^\  l        2A-7r_^    / .    2A-7r\ 

=  p      cos  — t-  V  -—  i  sm  -       cos ±  \'—  I  su» ) 

ou.  ce  qui  revient  au  même,  dans  la  suivante  : 

( 3  )  a:z=,  p"  (^cos  -  +  \J'"~'i  sin  -  ")  (( i  ))". 
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i 

En   d'autres  termes,   l'expression   ((a  h- êy/   - 1))",   aussi   bien   que 
1 

((i))",  admettra  n  valeurs  différentes  déterminées  par  l'équation 

(4)  ((a  +  6 v^^))"  =  p"  (cos  -  -f-  v'-  l'sin  ~\  ((i))". 

Corollaire  I.  —  Supposons  7^  —  2;  on  trouvera  qu'il  existe  deux  va- 
leurs de  l'expression 

ou,  ce  qui  revient  au  même,  deux  valeurs  de  x  propres  à  vérifier 

l'équation 

a:'—  a  +  ê\/—  I  =rp(cos9  +  \f--  I  sin9), 

et  que  ces  deux  valeurs  sont  comprises  dans  la  formule 

±  p   (  ces  -  -h  y/—  I  sui  -  l- 

Corollaire  II.  —  Supposons  encore  n  ---  3;  on  trouvera  qu'il  existe 
trois  valeurs  de  l'expression 

ou,  ce  qui  revient  au  même,  trois  valeurs  de  x  propres  à  vérifier 

l'équation 

.2-*  —  a  +  o  v'"--  I  =:  p(cos Q  +  y/  -  1  sin ô), 

et  que  ces  deux  valeurs  sont  respectivement 

p'*  (  cos^  -f- v'^— 1  sm  -T  1, 

p   (  cos  ^  +  V  —  1  sin  -^  1  (  ces  -ô-  +  V    "  '  ^"i  -q~  ) 

\  /       0  4-27:        / .    9+  2  7:\ 

=--  p'  (  cos  — ^ h  V— - 1  sin  — 5 —  1, 

p  '  (  cos  ^  -+-  y/—  I  sin  TT  1  (  cos  ~ •  y/  -  i  sm  -7-  I 

\/  0--27r  / .      0—  2  7C\ 

=  p*  (  cos  — j 1-  y/  -  I  sin  — ,, —  )• 
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Corollaire  m.  —  Supposons  enfin  n--^l\;  on  trouvera  qu'il  existe 
quatre  valeurs  de  l'expression 

ou,  ce  qui  revient  au  même,  quatre  valeurs  de  x  propres  à  vérifier 

l'équation  

j7'*=  a  -H  êv/—  I  —  p(cos9  +  \/—  I  sinô), 

et  que  ces  quatre  valeurs  sont  comprises  dans  les  deux  formules 

±  p*  (  cos  j  +  \'—  I  sm  y  1, 


±:  pM  sin  7  —  v''""  '  cos  - 
Problème  II.  —  Trouver  les  diverses  valeurs  de  l' expression 

m 

((a  +  6v/="i))". 
Solution.  —  Les  nombres  m  et  n  étant  supposés  premiers  entre  eux, 

/n 

on  aura,  d'après  la  définition  même  de  l'expression  ((a  -f-  Sy/"  0)    ' 

m  r  1  '   m 

l 

puis,  en  remettant  pour  ((a  +  S  y/—  i))"  sa  valeur  générale  tirée  de 
l'équation  (4),  on  trouvera 

mm,  ç,  Cj\  'Jl 

(5)  ((a  +  ê  v'=~i))«  =  p^  (cos  "l^  +  ^'=^1  sin  -'^  )  ((0)"- 

Corollaire  L  —  Si  dans  l'équation  (5)  on  remet  pour  ((i))"  sa  va- 
leur tirée  de  la  formule  (G)  (§  III),  on  obtiendra  la  suivante  : 


;/;  /;; 


(6)       ((a  +  êv/-''))"^---p" 


cos 


m(0±2kTt)    ,     ^~--^._m(9±9.krL) 


+  V'  -  I  sin 


Problème  III.  —  Trouver  les  diverses  imleurs  de  l'expression 

m 

((a  +  6 s/ "'r, ))""«. 
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Solution.  —  On  aura,  d'après  la  définition  même  des  puissances  né- 
gatives, 

m 

((a  +  6  V  ~i)r  "  - ' 7„ ; 

m 

puis,  en  remettant  pour  ((a  4- ^v^— i))"  sa  valeur  tirée  de  l'équa- 
tion (6),  et  ayant  égard  à  la  formule  (17)  du  §  II,  on  trouvera 


((a  +  gv/-i))     " 


P 


m(e±2kTc)         I .     m{Q±.ikiz' 

5 —  v/—  I  sin  — ^ 


cos —  \/—  I  sin 


n 


] 


-„/         inB         , .     mB\  [        m.Qk-K         / .     m.ikv: 

-=-0         cos V' —  J  sin  —       cos zp:  v/—  i  sin 

\  w  "  /  \  rt  /i 

OU,  en  d'autres  termes, 

(7)  ((a4-êv/-i))    ''  =  p    «  (^cos"^^-V-.  Sin  ^^-^j  ((!))'«. 
Corollaire  I.  ~  Si  l'on  fait  Tn  =  \,  l'équation  (7)  donnera 

(8)  ((a  +  6y/-i))    "^-:p    «/cos-  —  v"'-i  sin-)  ((0)    "• 

Après  avoir  fixé,  comme  on  vient  de  le  faire,  les  diverses  valeurs 
des  quatre  expressions 

1  'Ji 

((«  +  6v/-.))',  ((a-f-Sv/--.))", 

((a  +  g  v/-'.))"",         ((a  +  6  V  "- 0)'  " , 

on  reconnaîtra  sans  peine  que  les  équations  (4),  (5),  (cS)  et  (7),  à 
l'aide  desquelles  on  détermine  ces  valeurs,  peuvent  être  remplacées 
par  une  seule  formule.  Si  l'on  représente  para  une  quantité  positive 
ou  négative  dont  la  valeur  numérique  soit  fractionnaire,  la  formule 
dont  il  s'agit  sera 

(9)  ((a  +  Sv/— i))''=p''(«osrt9  4-v/— i"sina6)((i))«. 
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Dans  les  calculs  qui  précèdent,  p  désigne  toujours  le  module  de 
l'expression  iuiaginaire  a^-êy^— i,  c'est-à-dire  la  quantité  positive 
v/a^+ê-,  et  6  l'un  quelconque  des  arcs  propres  à  vérifier  l'équa- 
tion (i)  ou,  ce  qui  revient  au  même,  les  équations  (l\)  du  §  11,  savoir 

ces  B  = •> 

Si' a'  +  ê^ 
(■o)  \ 


sin 


En  divisant  ces  deux  dernières  l'une  par  l'autre,  on  en  conclura 

g 
(il)  tang9=  -• 

Par  suite,  si  l'on  nomme  t  le  plus  petit  arc,  abstraction  laite  du  signe, 

g 
qui  ait  pour  tangente  -^  ou,  en  d'autres  termes,  si  l'on  fait 

(12)  Ç:::^  arclang- j 

on  trouvera 

(i3)  lang()  =  tangC- 

Gela  posé,  il  deviendra  facile  d'introduire  au  lieu  de  l'arc  0,  dans  les 
diverses  formules  rapportées  plus  haut,  l'arc  '(,  dont  la  valeur  est  com- 
plètement déterminée.  On  y  parviendra,  en  effet,  par  les  considéra- 
tions suivantes. 

Les  arcs  0  et  '(,  ayant  la  même  tangente,  auront  aussi,  abstraction 
faite  du  signe,  le  même  sinus  et  le  même  cosinus;  et,  comme  d'ailleurs 
l'équation  (i3)  peut  se  mettre  sous  la  forme  ^ 

sin0  sinÇ 

cos^       cosÇ 

il  est  clair  que,  pour  y  satisfaire,  on  devra  poser  en  même  temps  ou 

(i4)  cos9  =  cosC>         sinô  — siiis 

ou  bien 

(i5)  COS0— -    cosÇ,         sinÔ=:— sinC- 
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De  plus,  la  valeur  de  cosô  déterminée  par  la  première  des  équa- 
tions (fo)  étant  évidemment  de  même  signe  que  a,  tandis  que  l'are  s 
compris  entre  les  limites  —  ;->   H-  -  a  toujours  un  cosinus  positif,  il 

en  résulte  que,  des  équations  (i4)  et  (i5),  les  deux  premières  sub- 
sisteront, si  a  est  positif,  et  les  deux  dernières,  si  a  est  négatif.  Voyons 
maintenant  à  quoi  se  réduisent,  dans  ces  deux  hypothèses,  les  for- 
mules (i)  et  (9). 

Si  d'abord  on  suppose  a  positif,  les  équations  (10)  pourront  être 
remplacées  par  les  équations  (14)»  t3t  l'on  déduira  de  celles-ci  une; 
infinité  de  valeurs  de  0,  parmi  lesquelles  on  doit  remarquer  la  sui- 
vante : 

(16)  0  =  ^ 

Lorsqu'on  fait  usage  de  cette  valeur,  les  formules  (t)  et  (9)  deviennent 
respectivement 

(17)  a  +  Ç>\l—  I  =  p(cosC  +  V'—  1  sinC), 

(18)  ((«  +  6y/Zri)y'— p«(cosaC  +  v ---^sin«Ç)((i))'». 

Si  l'on  suppose  en  second  lieu  a  négatif,  les  équations  (10)  pour- 
ront être  remplacées  par  les  équations  (i:^),  desquelles  on  déduira, 
entre  autres  valeurs  de  0, 

(19)  0  =  r  +  r. 

Par  suite,  on  pourra,  dans  cette  hypothèse,  aux  formules  (i)  et  (9) 
^substituer  celles  qui  suivent  : 

(20)  a  -t-  £ v'—  I  T= —  p(cos?  +  y—  I  sn'Oî 

(21)  <       —  p«fcus(a^-f-a7:)  + v'--"' s^n(«^^- «7r)|((i))'' 

\       -=.:  p,«(cosrtv  -r  \'—- 1  sinrtÇ)  (cosa-  -f-  v  ""  '  sin^;:)  ((«))''• 

Si  l'on  fait  en   particulier  ce -h  ^\'— i  =  —  1 ,  c'est-à-dire  7.  =  —  i , 
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^  =  o,  on  trouvera 


Ç  =  arc  tang =  o, 


et  la  formule  (21)  deviendra 

(22)  ((—  i))"=(cosofT:  +  v/--^sinrt7i)((i))''. 

11  en  résulte  qu'on  aura  généralement  dans  l'hypothèse  admise 

(23)  ((ce  +  êv/^^Oy'^pKcosaC  +  V^^^^sin^OCC-i))"- 

En  réunissant  aux  formules  (17),  (18),  (20)  et  (23)  les  équations  (25) 
et  (26)  du  §  III,  on  obtiendra  définitivement  les  conclusions  suivantes. 
Soient  aH-êy/— i  une  expression  imaginaire  quelconque,  a  une 
quantité  positive  ou  négative  dont  la  valeur  numérique  soit  fraction- 
naire, et  k  un  nombre  entier  choisi  arbitrairement.  Si  l'on  fait,  de 
|)lus, 

6 


(24)  p  =  v/a'-^ê-,  Ç=rarclang-» 
on  aura,  pour  des  valeurs  positives  de  a, 

[  a  + oy^^  =  p(cosÇ  +  v''— I  sinC), 

(25)  <  ((a-f-êv/^))''=:p«(cos«C  +  v'^^si"«0((')VS 
(  ((1))''=:  cos2/ra7T  ±  V^—  '  sin2/ra7r, 

et,  pour  des  valeurs  négatives  de  a, 

/  a  H- 6 y/ — I  —  —  p(cosÇh- y/— I  sinC), 
(26)'  ]  ((a4-6v/^))''  =  p"(cosaC  +  \/^^sinaÇ)((-i))«, 


l  ((—  0)"=  cos(2A-  4-  I  «tt)  =b  y/—  I  sin(2/:  -H  I  aiz). 

On  doit  ajouter  que,  si  l'on  désigne  par  n  le  dénominateur  de  la  frac- 
tion la  plus  simple  qui  représente  la  valeur  numérique  de  a,  n  sera 
précisément  le  nombre  des  valeurs  distinctes  de  chacune  des  expres- 
sions 

((or,     ((-0)%    ((a  +  êv/=^))% 

et  que,  pour  déduire  ces  mêmes  valeurs  des  formules  (25)  et  (26),  il 

OEuvrcsdeC.  —  'S.W,  X.\\\.  25 
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suffira  d'y  substituer  successivement,  au  lieu  de  ik  et  de  ik  +  \,  tous 
les  nombres  entiers  qui  ne  sortent  pas  des  limites  o  et  /i. 

Si  la  valeur  numérique  de  a  devenait  irrationnelle,  chacune  des 

expressions  réduites 

C0S2  Aa;:  ih  \J —  i  sin2  A-^tï, 

cos(2/v  -h  irtTr)  ±:  y/—  i  8111(2^  +  1  aTï), 

aurait  un  nombre  indéfini  de  valeurs  correspondantes  aux  diverses 
valeurs  entières  de  k\  et,  par  s-uite,  on  ne  pourrait  plus  admettre  dans 
le  calcul  les  notations 


((Or,    ((-!))«,    ((a  +  êv/:=^))^ 

à  moins  de  considérer  chacune  d'elles  comme  propre  à  représenter 
une  infinité  d'expressions  imaginaires  distinctes  les  unes  des  autres. 
Pour  éviter  cet  inconvénient,  nous  n'emploierons  jamais  les  notations 
dont  il  s'agit  que  dans  le  cas  où  la  valeur  numérique  de  a  sera  frac- 
tionnaire. 

Parmi  les  diverses  valeurs  de  ((i))'",  il  en  est  une  toujours  réelle  et 
positive,  savoir,  -hi,  que  l'on  indique  par  la  notation  (t)''  ou  1",  en 
faisant  usage  de  parenthèses  simples,  ou  même  les  supprimant  entiè- 
rement. Si  l'on  substitue  cette  valeur  particulière  de  ((r))''  dans  la 
seconde  des  équations  (25),  on  obtiendra  une  valeur  correspon- 
dante de 

((a  +  ôv^--.))", 

que  l'analogie  nous  porte  à  indiquer,  ii  l'aide  de  parenthèses  simples, 
par  la  notation 

C'est  ce  que  nous  ferons  désormais.  Par  suite,  on  aura,  en  supposant 
a  positif,  et  les  quantités  p,  'C  déterminées  par  les  équations  (24), 

(27)  (a  -f-  ^\[—  i)*=  p'*(cosaÇ  +  y/ —  i  sinaÇ). 

Cette  dernière  équation  ayant  lieu  toutes  les  fois  que  la  valeur  numé- 
rique de  a  est  entière  ou  fractionnaire,  l'analogie  nous  conduit  encore 
à  la  considérer  comme  vraie  dans  le  cas  où  cette  valeur  numérique 
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devient  irrationnelle.  En  conséquence,  nous  conviendrons  de  dési- 
gner par 

(a  4-  g  y/—  i)" 

le  produit  p'*(cosrt'C  4-  \J—  i  sina'()»  <^la"s  le  cas  où  a  sera  positif",  quelle 
que  soit  la  valeur  réelle  attribuée  k  la  quantité  a.  En  d'autres  ternies, 

si  l'on  désigne  par  C  un  arc  compris  entre  les  limites -^  H — ?  on 

aura,  quel  que  soit  a, 

[p(cosÇ  +  s/—  I  sinC)J''=p'^(cosa^  +  \/—  i  sinaÇ). 
Si  dans  l'équation  précédente  on  fait  p  =  i,  elle  deviendra 

(28)  (cosC +  \/— I  sin ?)''=:  cos (7 C  +  V^— I  sinaC. 

Cette  dernière  formule  est  entièrement  semblable  aux  équations  (10) 
et  (i4)  du  §  II,  avec  cette  seule  différence  qu'elle  subsiste  uniquement 

pour  des  valeurs  de  t  comprises  entre  les  limites -}  +  -:.  tandis 

que  les  équations  dont  il  s'agit  s'étendent  à  des  valeurs  quelconques 
de  0. 

Lorsque  la  quantité  a  devient  négative,  on  ne  voit  plus,  même  en 
supposant  fractionnaire  la  valeur  numérique  de  a,  quelle  est  celle  des 
valeurs  de  l'expression  ((a  h- ê  y/— i))"  que  l'on  pourrait  distinguer 
des  autres  et  désigner  par  la  notation 

Mais  alors,  —  a  étant  une  quantité  positive,  il  est  facile  d'établir,  pour 
des  valeurs  quelconques  de  a,  la  formule 

(29)  (— a  —  8y/— i)"n:T  p«(cos«Ç  +  \/^  I  sinaÇ). 

Nous  terminerons  ce  paragraphe  en  faisant  observer  que,  dans  le  cas 
où  la  valeur  numérique  de  a  devient  fractionnaire,  les  formules  (27) 
et  (29)  réduisent  les  équations  (18)  et  (23)  à  celles  qui  suivent 

(30)  ((a  +  6  v/-  i)T=(a  +  6  v/-^)'^ ((0)'% 

(  3 ,  )  ((a  +  ê  v/-"0)"  =(-a-e  v/-  i)"  ((-  .  ))^ 
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l'équation  (3o)  ayant  lieu  seulement  pour  des  valeurs  positives  de  la 
quantité  a,  et  l'équation  (3j)  pour  des  valeurs  négatives  de  la  même 
quantité. 

§  V.  —  Applications  des  principes  établis  dans  les  paragraphes  précédents. 

Nous  allons  appliquer  les  principes  établis  dans  les  précédents  pa- 
ragraphes il  la  résolution  de  trois  problèmes  sur  les  sinus  et  cosinus. 

Problème  I.  —  Transformer  s'mmz  et  cosmz  (m  désignant  un  nombir 
entier  quelconque)  en  un  polynôme  ordonné  suivant  les  puissances  ascen- 
dantes et  entières  de  sin:;,  ou  du  moins  en  un  produit  formé  par  la  multi- 
plication d'un  semblable  polynôme  et  de  cos^. 

Solution.  —  Lorsque  dans  les  équations  (12)  du  §  II  on  remplace  les 
puissances  paires  de  cos^  par  des  puissances  entières  de  i  —  sin-:;, 
ces  équations  deviennent,  pour  des  valeurs  paires  de  jn, 

m  ,  ,  m  —  i 

COSW^  r=:  (i  —  Slll-^)^ -^ -^(l  — Slll'^)     ^     %\K\^ Z 

1.2  ' 

m{m  —  i){m  —  2){m~S)  .-{-.    , 

r .2,3.4 


1-3    —  (i  —  'èxn^z 


111  —  2 

sinw^;  =  cosx;|  —  (i  —  siii^;:)    '^    s'inz 


5 (i  — sin*5)   ^   sui'5  + 

I .2.3  ' 


et,  pour  des  valeurs  impaires  de  //z, 


r  /« — 1        ,         . 

cos/n^  — C0S5    (1  — siu^s)    ^ ^ ^(i  — sin^^)    ^ 


'"  —  1  /  ,  tu  -^  S 

-     m - 
i  .1 

m{m  ~  v)  {m  —  2)  (m  —  3 ) 


I .2.3.4 


(i  —  sin^z)    ^    siii'*- 


]• 


m  — 1 

sinms  =  —  (i  —  siii^c)    ^    sine: 


/?/(/«  — i)  (m  — 2),  .   ,     '^ 

I .2.3  ^  ' 


(0 


(2) 
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Si  l'on  développe  les  seconds  membres  des  quatre  formules  précé- 
dentes, ou  du  moins  les  coelficients  de  cos^  dans  ces  seconds  mem- 
bres, en  polynômes  ordonnés  suivant  les  puissances  ascendantes  et 
entières  de  sins,  on  trouvera,  pour  des  valeurs  paires  de  m, 

m  f  m  —  I         î 
cosm-  =z  I 1 —  )  sm'-'^ 

I    \         2  2 


t(  /;<  —  I  )  (  «i  —  3  )        /?z  -—  I   3       3.11., 
> ~ — -\ -  4 j\  sirr 
2.4                      2       2       2.4J 


[  m    .             m  (ni  —  2  )  /  w  —  i        3  ,    .    , 
sin/n-3  =  cos^   —  siii^ r, — -    1 —     sin^z 


I  I  1 .3         \      2  2 

m{in  —  -2){i)i  —  ^)[{m  —  i)(/?t^3)        m  —  1   5        5.3 


4)  l{m-i)in 

L        2.4 


1.3.5         L        2.4  2    2     2.4 

et,  pour  les  valeurs  impaires  de  m, 


siri'^î 


\         m  —  I  /  /n        I 

Q.Q'&mz  =.  cos5^  I  — —  -I —  1  sm''' 

I       \  2        2 


( m  —  i)  { m  —  3)  [ ni{m  —  2 )        m  3        3 .  i 


,3 


tni(m  —  2 )        m  3        3 . 1 1    .    , 
— ^ ', 4 \ 7     sin*z  — 
2.4            2  2      ^.4J 


>7i    .  tn{ni  —  i)  f  m  —  2        3 

smm:;  z=  —  sin^ ?; H —  |  sni'' 

I  1 .3         \      2  2 


//i ( wi  —  \)  {m  —  ?>)  V{?n—  1)  {w  —  4 )       '''  —  2  5       5.3 


1.3.5 


[(/H  —  2)  (m  —  4 )       'f>  —  2  5       5.3"!    .    . 
— —  H 1 y\  sin-^ 
2.4                       2       2       2.4J 


Les  équations  (i)  et  (2)  comprennent  évidemment  la  solution  de  la 
question  proposée.  Il  ne  reste  plus  qu'à  les  présenter  sous  la  forme  la 
plus  simple.  Pour  y  parvenir,  il  suffira  d'observer  que  le  coefficient  de 
chaque  puissance  entière  de  sins  renferme  généralement  une  somme 
de  fractions  à  laquelle  l'équation  (5)  du  Chapitre  IV  (§  III)  permet  de 
substituerune  fraction  unique.  Par  suite  de  cette  réduction,  les  déve- 
loppements de  cosms  et  de  s'inmz  deviendront,  pour  des  valeurs  paires 
de  m, 

/  ni.ni    .    „  (  /;^  +  2  )  m .  m  (m.  —  2  )    .    , 

l  coiuizz^  t sin^5  +  ^ rr— / ^siii^s 

\  1.2  1.2.3.4 

(3)    \ 

{ m  -+-  ^)  { m  -\-  "2) m . m { m  —  1)  { m  —  4 )   -   ç „ 

-    - ■ — — — :^ ;; — r — SUTS   -f-  .   .   . 

1 .2.3.4.5.t) 
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et 

i'    .  r  m  .  (m-h2)m(m  —  2)    .   , 

i  sinmz  =cosz\  ~  s\nz — >^ ^sin^-:; 

1  11  I .2.3 

(4)  < 

i  (m4-4)(m  +  2)/?i(m  — 2)(m  — 4)  1 

\  I .2.3.4.0  J 

et,  pour  des  valeurs  impaires  de  m. 


i  cosmz  =1  C0S5    I 


(m  +  i)(m-i)    .^,^ 
1 .2 


(5) 

(  ^  Ï~r34  sin.-...J, 

(6)       < 

(m-\-ô)(m-hi)m(m  —  i)  ( m  —  3 )    .    , 

^sin^^— .... 


I .2.3.4.5 
Corollaire  L  —  Si  dans  l'équation  (3)  on  fait  successivement 

m  =  9,         m  rr  4,         /?«  -=  6,         .  .  . , 

on  obtiendra  les  suivantes  : 

/  cos2s=j —   2sin**, 

.    .  *cos4s  =  i—   Ssin^c-H    Ssin^::, 

(7)  \ 

I  cos63  —  I  —  18  sin^5  +  48sin*- —  32  sin*^^, 


Corollaire  II.  —  Si  dans  l'équation  (6)  on  fait  successivement 
m  =  i ,         m  =  3,         m  =  5,         . . . , 


on  en  tirera 

sin    z  rzr.     sine, 


„  1  sinSe  =r  3  sine  —    4sin^e, 

sin5e  =:  5  sine  —  20  sin'e  +  16  sin^e, 


Problème  II.  —  Transformer  sin/?2:;  et  cosmz  (m  désignant  un  nombre 
entier  quelconque)  en  un  polynôme  ordonné  suivant  les  puissances  ascen- 
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dantes  et  entières  de  coss,  ou  du  moins  en  un  produit  formé  par  la  mul- 
tiplication d'un  semblable  polynôme  et  de  un  z. 

Solution.  —  Pour  obtenir  les  formules  qui  résolvent  la  question  pro- 
posée, il  suffît  de  remplacer,  dans  les  équations  (3),  (4),  (5)  et  (6), 
z  par  -  —  ;^,  et  d'observer  en  outre  qu'on  a,  pour  des  valeurs  paires 
de  m, 

cos( — ■' — //i5  I  =  (— i)^      cos niz, 

mz\-=z{ — i)-       %\winz\ 

et,  pour  des  valeurs  impaires  de  m, 

cos( — -  —  mz\z=z{ — i)    ^    sin/n^, 

/  \  m  —  \ 

sin  ( mz\z={—i)    '    cosmz. 

On  trouvera  de  cette  manière,  si  m  est  un  nombre  pair, 

^  m.  m        ,  (m-\-2)ni.m(rn  —  2  ) 

,    .    ■  '  2  1.2.3.4 

(9)   < 

i  ( m  -h  ^)  ( m  -\-  '2) m . m( m  —  2)  (m  —  4 ) 

—  ^^ '    'j    f    -    a ^C0S«^4-..., 

\  I.2.3.4-3.0 

{  T  -^- '   .  •       r "i  (m  -^  1)  mim  —  1) 

\  (—1)"       Sm/«^  =  SH15    —  cos^ ^ cos^^ 

(10)/  •- 

({ni-{-[\){m-\-i)  m(m  —  i){ni  —  4)        -  1 

-h 5 — 7 — ;:; COS"  Z  —  ...  1  ; 
I .2. 3. 4-3  J 

et,  si  m  est  Un  nombre  impair, 

i(— i)    -^    sinm- =:  81113    I  —  ^^ ^ ^cos-^ 

1       \       )  L  1.2 

(il)   <  ^ 

i  ^    („t-4-3)(m  +  i)(m-i)(/;i-3)_^,  ] 

f  -1 — ,5 — -, —  COb   -u  —  ...   I , 

\  1.2.3.4  J 

/  ,        ~-r-  '^i  (/?H- i)  m(m  —  i) 

l(--l)    -     COS//t-S  =  -— COS« t; COS'^^ 

(12)    1  '  '-'-^ 

(  m  -h  S)  (  m  -\-  i)  m  (  m  —  \)  (m  —  3  ) 

~h — „  \  ■ . ~ -cos^z  — 

I .2.3.4.» 
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Corollaire  I.  —  Si  clans  la  formule  (9)  on  fait  successivement 

m  =  2,         m  1=  4>         m  ^=rQ,  . .  , , 

on  obtiendra  les  suivantes  : 

—  cos2x;^i —   2  cos^^, 

„  ,        cos4-~i—    8cos^s+    8cos*5, 

(  '  «^  )  \ 

—  cos6^  :=  I  —  18  cos^^  +  48  COS^Z-  —  32  cos^^, 


Corollaire  IL  —  Si  dans  l'équation  (12)  on  fait  successivement 

m=:  i,         m  r=  3,         m  =  5,         . .  . , 
on  en  conclura 

/  COS     Z  =:      COS^, 

,  ,.  I  —  cos3*  =r  3coss  —    4cos^^, 

cosSs  z=  5  cosz  —  20  cos^^  -+- 16  cos"^, 


Problème  IÏI.  —  Exprimer  les  puissances  entières  de  sins  et  de  coss  en 
fonction  linéaire  des  sinus  et  cosinus  des  arcs  z,  iz,  3^,  .... 

Solution,  —  On  résout  facilement  ce  problème,  en  ayant  égard  aux 
propriétés  des  deux  expressions  imaginaires  conjuguées 

cos^  H-  y/—  1  sin^,        cos- —  y/— i  sin^. 

Si  l'on  désigne  la  première  par  u,  et  la  seconde  par  v,  on  aura 

2cos^  =  a  +  (',         2^/— isin^=:«  —  v. 

En  élevant  les  deux  membres  de  chacune  des  équations  précédentes 
à  la  puissance  entière  du  degré  m,  les  divisant  ensuite  par  2  ou  par 
isj  —  i,  puis  effectuant  les  réductions  indiquées  par  les  formules 

zriCOS/lS, — -  r=rsin/i^, 

2  2  y —  I 

dont  les  deux  dernières  subsistent  pour  des  valeurs  entières  quel- 
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conques  de  /z,  on  trouvera,  si  m  représente  un  nombre  pair, 


(i5) 


,/n-l  nna'n 


ffi  / •        \ 

cos'"s  =  cosm^  -4-  —  cos(  m  —  2.z) 
I  . 

-\ ^ cos  (  m  —  4  .-)+••  . 

1.2 

m{m  —  i) . . .  ( \-  i 


I .2.3. . 


201 


(•6)  ( 


(—  i)^  2'"-'  sin"'^  ■=  cosmz cos{m  —  2.5) 

m{m  —i)  .      / ^     s 


m{m  —  i)  •  •  •  ( 1-  I 


o        m 

1.2.0... — 

a 


et,  si  m  représente  un  nombre  impair. 


,/«— 1  nna'H  - 


2/11-1  COS'" -3  -=  cosmz  H cos(  m  —  2.5) 


(•7) 


m(m  — i)         / y     s 

-\ ^-^ — -  cos{m  —  4.5) 

m  H-  3 


1 .2 

m  {m  —  I  ) 


cos  5, 


I .2.3. . . 


m  — 1 

(— i)    '^    2'"-*  sin'":?  =  sinm:;  —  —  sin(/n  —  2.s) 


m 


(18) 


m{m  —  \)    .    / V 

H ^—^ s\n{m  —  4-^)  — . .  . 

m  4-  3 


1 .2 
m{m  —  i). 


sm^. 


1.2.3, 


Corollaire  I.  —  Si  dans  la  formule  (i5)  on  fait  successivement 


m=^iy         m  :=  4,         /?z  ^  6, 
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on  en  conclura 

/       2  COS^^  =:  C0S2  5  H-  I, 

)      8C0S^5  =  C0S4-  +  4  C0S25  -h  3, 

('9)  { 

32  cos*^  =:  cosô-:;  -+-  6  cos/j^  +  i5  cos2^  +  lo, 

On  arriverait  aux  mêmes  équations,  si  l'on  cherchait  à  déduire  des  for- 
mules (i3)  les  valeurs  successives  de 

cos-^,     cos*^,     cos^^, 

en  fonctions  linéaires  de 

cosiz,     cos>l\z,     cos6«,     .... 

Corollaire  IL  —  Si  dans  la  formule  (i6)  on  fait  successivement 

/«  =  2,  /?i  =  4»  m  :=  6,  ..., 

on  obtiendra  les  équations 

2  sïn^z  =  C0S2:;  —  i, 

8  sin^s  3z  cos4^  —  4  C0S2  j -t- 3, 

(20) 

32  sin^^  ==:  cos6s  —  6  cos42  +  i5  cos2s  —  lo, 


que  l'on  pourrait  également  déduire  des  formules  (7),  par  l'élimina- 
tion des  quantités 

sin-^,     sin*^,     siii^x;,     .... 

Corollaire  III.  —  Si  dans  la  formule  (17)  on  fait  successivement 
/«  =:  I ,         m  nr  3,         m  -^z:),         .  . . , 
on  en  conclura 

/  C0S2    =:COSS, 

4  cos'c  -=z  cosS^  4-  3  cos^, 

(21)  { 

16  cos*  j  ~  cos5c  4-  5  cos3-  -h  io  cos^, 
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On  arriverait  aux  mêmes  équations,  si  l'on  cherchait  à  déduire  des 
formules  (i4)  les  valjeurs  successives  de 

cosz,      COS^Z,      C0S*2, 

en  fonctions  linéaires  de 

coss,     cos3s,     cos5s,     .... 

Corollaire  IV.  —  Si  dans  la  formule  (i8)  on  fait  successivement 

m  =  I ,         m  z=z2>,         m  =:  5,  . .  . , 

on  obtiendra  l^is  équations 

/■  sins  =rr  sins, 

\  —  4sin'5  =  sin3^  —  3  siri:;, 

(22) 

i6  sin^s  =  sin5^  —  5  sin35  +  lo  siii^, 


que  l'on  pourrait  également  déduire  des  formules  (8)  par  l'élimina- 
tion des  quantités 


sm^,     sm'^,     sm^s, 


204  COURS  D'ANALYSE. 


CHAPITRE  YIII. 


DES    VARIABLES    ET    FES    FONCTIONS    IMAGINAIRES. 


§  I.  —  Considérations  générales  sur  les  variables  et  les  fonctions 

imaginaires. 

Lorsqu'on  suppose  variables  les  deux  quantités  réelles  u,  v,  ou  au 
moins  l'une  d'entre  elles,  l'expression 

est  ce  qu'on  appelle  une  xmriable  imaginaire.  Si,  de  plus,  la  variable  u 
converge  vers  la  limite  U  et  la  variable  v  vers  la  limite  V, 

U  4-  V  v^^^ 

sera  la  limite  vers  laquelle  converge  l'expression  imaginaire 

«  +  (■  V  —  t  • 

Lorsque  les  constantes  ou  variables  comprises  dans  une  fonction 
donnée,  après  avoir  été  considérées  comme  réelles,  sont  ensuite  sup- 
posées imaginaires,  la  notation  à  l'aide  de  laquelle!  on  exprimait  la 
fonction  dont  il  s'agit  ne  peut  être  conservée  dans  le  calcul  qu'en 
vertu  de  conventions  nouvelles  propres  à  fixer  le  sens  de  cette  nota- 
tion dans  la  dernière  hypothèse.  Ainsi,  par  exemple,  en  vertu  des 
conventions  établies  dans  le  Chapitre  précédent,  les  valeurs  des  nota- 
tions 

a 

a-\-x,     a  —  X,     ax,     — 

X 

se  trouvent  complètement  déterminées  dans  le  cas  où  la  constante  a  et 
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la  variable  x  deviennent  imaginaires.  Supposons,  pour  fixer  les  idées, 
que,  la  constante  a  restant  réelle,  la  variable  x  reçoive  la  valeur  ima- 
ginaire 

a  -+-  ê  y/—  I  =  p(cos9  4-  y/ —  i  sinô), 

a,  S  exprimant  deux.quantités  réelles  qui  peuvent  être  remplacées  par 
le  module  p  et  l'arc  réel  0.  On  conclura  du  Chapitre  VII  (§§  I  et  II)  que 

les  quatre  notations 

a 

a  -\-  X,     a  —  X,     ax.     — 

X 

désignent  respectivement  les  quatre  expressions  imaginaires 

a  -^  0  cos  9  +  p  si n  ^  y/ —  i , 
a  —  p  cos  0  —  p  sin  0  \l —  i , 
ap  cos9  +  ap  siiiO\/— I, 

-  cos'J siiiQv/—  I, 

9  P 

ou,  en  d'autres  termes,  les  suivantes  : 

«H-a  +  êy  —  I,     a  —  a — -S  \/ —  i  ,     a  a  H-  a  S  y/ —  i , 
aot.  ao       ,--  - 

Kn  général,  on  fixera  sans  difficulté,  par  le  moyen  des  principes  établis 
dans  le  Chapitre  VII,  les  valeurs  des  expressions  algébriques  dans  les- 
quelles plusieurs  variables  ou  constantes  imaginaires  seraient  liées 
entre  elles  par  les  signes  de  l'addition,  de  la  soustraction,  de  la  mul- 
tiplication ou  de  la  division;  et  l'on  reconnaîtra  sans  peine  ([ue  ces 
expressions  conservent  toutes  les  propriétés  dont  elles  jouiraient  si 
les  variables  et  constantes  qui  s'y  trouvent  comprises  étaient  réelles. 
Par  exemple,  si  l'on  désigne  par 

'^,     /,      -,       •  •  . ,      II,      c,      "',      . .  . 

plusieurs  variables  soit  réelles,  soit  imaginaires,  on  aura,  dans  tous 
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(i: 


a:  -h y  ^~  z  + . .  .  —  {a  ^  V  -h  iv  -h . . .) 
==  a;  +  /  -f-  s  4-  .  .  .  —  -u  —  v  —  vv  — .  . . , 

«  (  a-  +  y  +  -  H-  .  .  .  )  =r  ucc  4-  uy  -i-  uz-^-  .  .  ., 

X  ^  y  -^-  z  -\-  .  .  .  __  X       y        5 


{<                          u         u 

X 

-  X 

y        s                   ^y:;... 

■-   X    -    X  .  .  .  r=  — 

X 

VX           (' 

— .  — .  —  -  X  ^, 
u         u 

UJ 

Considérons  maintenant  la  notation 

dans  le  cas  où,  la  constante  a  restant  réelle,  la  variable  x  obtient  la 
valeur  imaginaire 

a  4- ê y/— I  =  p(cos9  +  y— j  siiiô). 

Si  l'on  prend  pour  a  une  quantité  dont  la  valeur  numérique  soit  un 
nombre  entier  m,  cette  même  notation,  savoir 

X""  z:zz  X~"^ 

aura,  pour  des  valeurs  réelles  quelconques  de  a  et  de  ê,  une  significa- 
tion précise.  Elle  représentera  l'expression  imaginaire 

p'"  cos/«()  +  p'"  sin/?i^\/ —  i , 

si  «  :::=  -r  m,  et  la  suivante 

p-'"  cos  m  9  —  p-'"  sin  m  9  y/— I , 

si  a  r-z  —  m  [(i)Of>  le  Chapitre  VII,  §  II,  équations  (i8)  et  (19)].  Mais, 
toutes  les  fois  que  la  constante  a  recevra  une  valeur  numérique  trac- 
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tionnairo  ou  irrationnelle,  la  notation 

^« 

n'aura  plus  de  valeur  précise  et  déterminée,  à  moins  que  la  partie 

réelle  a  de  l'expression  imaginaire  x  ne  soit  positive.  Si  dans  ce  cas 

particulier  on  fait 

ç  =  arc,a„g?, 
a 

l'arc  u  restera  compris  entre  les  limites ,  h — ;  et,  en  écrivant  x 

^  2  2 


au  lieu  de  a  +  êy/—  i  dans  le  §  IV  du  Chapitre  VII  [(équations  (17)  et 
(27)],  on  trouvera 

X  -— p(cosÇ  H- y'— I  sinC), 

en  sorte  que  la  notation  xf^  désignera  l'expression  imaginaire 

p"  cosaÇ -1- p"  sinaC  v/ — ^* 

Il  suit  encore  des  conventions  et  des  principes  ci-dessus  établis 
(Chap.  VII,  §§  III  et  IV),  que,  pour  une  valeur  numérique  fraction- 
naire de  la  constante  a,  la  notation 

représente  à  la  fois  plusieurs  expressions  imaginaires,  dont  les  valeurs 
sont  données  par  les  deux  formules 

{Xx)Y  —  x"- {{\)Y\         ((i))"'~  zo%ika'K±i\j'^^\  ^mikaTz, 

lorsque  la  partie  réelle  a  de  l'expression  imaginaire  ic  est  positive,  et 
par  les  deux  suivantes 

((—  i))*=  cos(2/r  -+-  !)«::  ±y/ —  i  sin(2/>-  +  i)^::, 

lorsque  la  quantité  a  devient  négative  \{x^oir,  à  ce  sujet,  dans  le  §  IV  du 
Chapitre  Vil,  les  équations  (25)  et  (26)].  La  même  notation  ne  peut 
plus  être  employée  dans  le  cas  où  la  valeur  numérique  de  a  devient 
irrationnelle. 
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Les  expressions  de  la  forme 

conservent  les  mêmes  propriétés  pour  des  valeurs  réelles  et  pour  des 
valeurs  imaginaires  de  la  variable,  tant  que  l'exposant  a  pour  valeur 
numérique  un  nombre  entier;  mais  ces  propriétés  ne  subsistent  plus 
que  sous  certaines  conditions  dans  le  cas  contraire.  Soient,  pur 
exemple, 

plusieurs  expressions  imaginaires,  qui  se  réduiront  à  des  quantités 
réelles  si  ê,  ^ ,  ^"  s'évanouissent.  Désignons,  en  outre,  para,  b,  c,  ... 
des  quantités  réelles  quelconques,  dont  les  valeurs  numériques  soient 
fractionnaires  ou  irrationnelles,  et  par  m,  m' ,  m",  . . .  plusieurs  nom- 
bres entiers.  On  aura  constamment,  en  vertu  des  principes  établis 
dans  le  Chapitre  VII, 

jf^m     j^>n'    x'""  :::=  ^m-\-m'+in"+... 

(2)  l    X""^  CC~"^'  X~^^^'  —  nf'—ni  —  m'—in"—... 

j^±>n  nr±in'  j^±in"  -~  ^±in±iii'±in"±i... 

chacun  des  nombres  m,  m  ,  m",  . . .  devant  être  affecté  du  même  signe 
dans  les  deux  membres; 


(3) 


^m     yiii     i-in  ——/^Yz  y« 


(     (X'")'"'     Z7z(x-'")-"''=X'""'', 

(4)  ,  , 

On  trouvera,  au  contraire,  que  des  trois  formules 

(5)  X'^x'' X''.  .  .:=X'^-^''-^''-^---, 

(6)  x"'f''z''...  —  {xyz...)", 

(7)  {x''y'=x'''' 

la  première  subsiste  uniquement  toutes  les  fois  que  la  partie  réelle  a 
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de  l'expression  imaginaire  x  est  positive;  la  seconde,  toutes  les  fois 
que,  a,  a',  a",  . . .  étant  positifs,  la  somme 

S  ê'  6" 

arclaiif? — h  aie  lang  —,  +  arc  laiig-r.  +. . . 

"a  oc'  a 

reste  comprise  entre  les  limites  —  -■■>  ^-  -;  et  la  dernière,  toutes  les 

*  2  2 

fois  que,  a  étant  positif,  le  produit 

6    • 
a  arc tanff  - 

est  compris  entre  ces  mêmes  limites. 

Les  conventions  faites  dans  le  Chapitre  VII  ne  suffisent  pas  encore 
pour  fixer  d'une  manière  précise  le  sens  des  notations 

A-*^,     L.r,     sinx,     cos.r,     arcsin^,     arccos^, 

dans  le  cas  où  la  variable  x  devient  imaginaire.  Le  moyen  le  plus 
simple  d'y  parvenir  étant  la  considération  des  séries  imaginaires,  nous 
renvoyons  ce  sujet  au  Chapitre  IX. 

D'après  ce  qui  a  été  dit  ci-dessus,  toute  notation  algébrique  qui 
renfermerait,  avec  les  variables  x,  y,  z,  ...  supposées  réelles,  des 
constantes  imaginaires,  ne  peut  être  employée  dans  le  calcul  que  dans 
le  cas  où,  en  vertu  des  conventions  établies,  elle  aurait  pour  valeur 
une  certaine  expression  imaginaire.  Une  semblable  expression,  dans 
laquelle  la  partie  réelle  et  le  coefficient  de  y  —  i  sont  nécessairement 
des  fonctions  réelles  des  variables  x,  yy  z,  ...,  est  ce  qu'on  appelle 
un^  fonction  imaginaire  de  ces  mêmes  variables.  Ainsi,  par  exemple, 
si  l'on  désigne  par  <^(x)  Qi'^{x)  deux  fonctions  réelles  de  .r,  une  fonc- 
tion imaginaire  de  cette  variable  sera 

Quelquefois  nous  indiquerons  une  semblable  fonction  à  l'aide  d'une 
seule  caractéristique  u,  et  nous  écrirons,  en  conséquence, 
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Pareillement,  si  l'on  désigne  par  o(,T,y,  z,  . . .),  '/,(-t^,y,  -,  • .  •)  deux 
fonctions  réelles  des  variables  a:,  y,  z,  . . ., 

sera  une  fonction  imaginaire  de  ces  diverses  variables, 
La  fonction  imaginaire 

9(J7,  j,  :;,  .  ..)+x(J7,  7, -,  ...)v/— ' 

prend  le  nom  de  /onction  algébrique,  ou  exponentielle,  ou  logarith- 
mique, ou  circulaire,  etc.,  et,  dans  le  premier  cas,  le  nom  de  fonction 
rationnelle  ou  irrationnelle,  entière  ou  fractionnaire,  etc.,  toutes  les  fois 
que  les  fonctions  réelles  9(^,7,  z,  . . .),  yf^,y,  -,  • ..)  jouissent  l'nne 
et  l'autre  des  propriétés  que  suppose  le  nom  dont  il  s'agit.  Ainsi,  en 
particulier,  la  forme  générale  d'une  fonction  imaginaire  et  linéaire 
des  variables  ce,  y^  z,  ...  sera 

(ft  -h  bx  +■  Cf  -hdz  -+- .  .  .)  +  {a' -\-  h' X  +  c'y  -\'  cl' z  -k-  .  .  .)sj  -  1 

OU,  ce  qui  revient  au  même, 

(a  +  «'v/^)  +  (<^H-  b'\/—i)x  +  {c  +  c'  \l—~i)y  +  {cl  +  d'  \/~~i) z -^  .  .  ., 


a,  h,  c,  d,  . . .,  a  ,  h' ,  c  ,  d' ,  . . .  désignant  des  constantes  réelles. 

On  doit  distinguer  encore  parmi  les  fonctions  imaginaires,  comme 
parmi  les  fonctions  réelles,  celles  (ju'on  nomme  explicites,  et  qui  soni 
immédiatement  exprimées  au  moyen  des  variables,  de  celles  qu'on 
nomme  implicites,  et  dont  les  valeurs  déterminées  par  certaines  équa- 
tions ne  peuvent  être  explicitement  connues  qu'après  la  résolution 
des  équations  dont  il  s'agit.  Soit 

rn(jc)     ou     T^{a^,  y,  z,  .  .  .) 

une  fonction  imaginaire  implicite  déterminée  par  une  seule  équation. 
On  pourra  représenter  cette  fonction  par  u-h  i'\/—  i ,  u,  ç  désignant 
deux  quantités  réelles;  et,  si  dans  l'équation  imaginaire  qu'elle  doit 
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vérifier,  on  écrit,  au  lieu  de  u(x)  ou  de  cj(.t,  y,  :■,  . . .), 

après  avoir  développé  les  doux  membres,  puis  égalé  de  pari  et  d'autre 
les  parties  réelles  et  les  coefficients  de  y  —  i  >  on  obtiendra  deux  équa- 
tions réelles  entre  les  fonctions  inconnues  u  et  v.  La  résolution  de  ces 
dernières  équations,  lorsqu'elle  pourra  s'eff'ectuer,  fera  connaître  les 
valeurs  explicites  de  u  et  de  t',  et,  par  suite,  la  valeur  explicite  de 
l'expression  imaginaire 

«  +  ('  v^ —  '  • 

Pour  qu'une  fonction  imaginaire  d'une  seule  variable  soit  complète- 
ment déterminée,  il  est  nécessaire  et  il  suffit  que  de  chaque  valeur  par- 
ticulière attribuée  à  la  variable  on  puisse  déduire  la  valeur  correspon- 
dante de  la  fonction.  Quelquefois,  pour  chaque  valeur  de  la  variable, 
la  fonction  donnée  en  obtient  plusieurs  diff^érentes  les  unes  des  autres. 
(Conformément  aux  conventions  précédemment  admises,  nous  désigne- 
rons ordinairement  ces  valeurs  multiples  d'une  fonction  imaginaire 
par  des  notations  dans  lesquelles  nous  ferons  usage  de  doubles  traits 
ou  de  doubles  parenthèses.  Ainsi,  par  exemple, 

\VC0S5  -H  ^Z—  I  ainz 

OU 

1 

((cos^  +  \/— I  sin^))" 

indiquera  l'une  quelconqne  des  racines  du  degré  n  de  l'expression 

imaginaire 

ces:;  4-  v^—  i  è'inz, 

§  II.  —   Sur  les  expressions  imaginaires  infiniment  velites 
et  sur  la  continuité  des  fonctions  imaginaires. 

Une  expression  imaginaire  est  appelée  infiniment  petite,  lorsqu'elle 
converge  vers  la  limite  zéro,  ce  qui  suppose  que,  dans  l'expression 
donnée,  la  partie  réelle  et  le  coefficient  de  \l — i  convergent  en  même 
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temps  vers  cette  limite.  C.ela  posé,  représentons  par 

a +  6  y' — I  ==  p(cos9  +  V  —  1  sinS) 

une  expression  imaginaire  variable,  a,  ê  désignant  deux  quantités 
réelles  auxquelles  on  peut  substituer  le  module  p  et  l'arc  réel  0.  Pour 
que  cette  expression  soit  infiniment  petite,  il  sera  évidemment  néces- 
saire et  suffisant  que  son  module 

p  zzr-  y  y.-  -r-  S" 

soit  lui-même  infiniment  petit. 

Une  fonction  imaginaire  de  la  variable  x  supposée  réelle  est  appelée 
continue  entre  deux  limites  données  de  cette  variable  lorsque,  entre 
ces  limites,  un  accroissement  infiniment  petit  de  la  variable  produit 
toujours  un  accroissement  infiniment  petit  de  la  fonction  elle-même. 
Il  en  résulte  que  la  fonction  imaginaire 

sera  continue  entre  deux  limites  de  x  si  les  fonctions  réelles  cp(^)  et 
7,(^)  restent  continues  entre  ces  limites. 

On  dit  qu'une  fonction  imaginaire  de  la  variable  x  est,  dans  le  voi- 
sinage d'une  valeur  particulière  de  x,  fonction  continue  de  cette 
variable  toutes  les  fois  qu'elle  reste  continue  entre  deux  limites  même 
très  rapprochées  qui  renferment  la  valeur  dont  il  s'agit. 

p]nfin,  lorsqu'une  fonction  imaginaire  de  la  variable  x  cesse  d'être 
continue  dans  le  voisinage  d'une  valeur  particulière  de  cette  variable, 
on  dit  qu'elle  devient  alors  discontinue,  et  qu'il  y  a  pour  cette  valeur 
particulière  solution  de  continuité. 

En  partant  des  notions  qu'on  vient  d'établir  relativement  à  la  con- 
tinuité des  fonctions  imaginaires,  on  reconnaîtra  facilement  que  les 
théorèmes  I,  II  et  III  du  Chapitre  II  (§  II)  subsistent  dans  le  cas  même 
où  l'on  remplace  les  fonctions  réelles 

f{x)     el    f{jc,y,z,  ...) 
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par  des  fonctions  imaginaires 

On  peut,  en  conséquence,  énoncer  les  propositions  suivantes  : 

TiiFiORKME  I.  —  si  les  variables  réelles  x,  y,  z,  ...  ont  pour  limites  les 
quantités  fixes  et  déterminées  X,  Y,  Z,  ...,  et  que  la  fonction  imagi- 
naire 

soit  continue  par  rapport  à  chacune  des  variables  x,  y,  z,  ...  dans  le  voi- 
sinage du  système  des  valeurs  particulières 

a::^\,        y=Y,         z  =  Z, 

r^(^x,y,  5,  . . .)  +  y^{''^',y,  ^.  .  • .)  \/  —  I  aura  pour  limite 
9(X,Y,Z,  ...)  +  x(X,Y,Z,  ...)v/^^, 
ou,  si  l'on/ait,  pour  abréger, 

V5(x,y,  z,  . . .)  aura  pour  limite 

tn(X,Y,Z,  ...). 

Théorème  II.  —  Désignons  par  x,  y,  z,  ...  plusieurs  fondions  réelles 
de  la  variable  t,  qui  soient  continues  par  rapport  à  cette  variable  dans  le 
voisinage  de  la  valeur  réelle  /  =  T.  Soient  de  plus  X,  Y,  Z,  ...  les  valeurs 
particulières  de  x,  y,  z,  ...  correspondantes  à  t  :=!,  et  supposons  que, 
dans  le  voisinage  de  ces  valeurs  particulières,  la  fonction  imaginaire 

soit  en  même  temps  continue  par  rapport  à  x,  par  rapport  à  y,  par  rap- 
port à  z,  etc.  ;  cy(j7,  y,  5,  . . .),  considérée  comme  une  fonction  imaginaire 
de  t,  sera  encore  continue  par  rapport  à  t,  dans  le  voisinage  de  la  valeur 
particulière  ^  =  T. 

Si,  dans  le  théorème  précédent,  on  réduit  les  variables  a-,  y,  z,  ... 
à  une  seule,  on  obtiendra  l'énoncé  suivant  : 
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Théorème  III.  --  Supposons  que  dans  V expression 

la  variable  x  soit  fonction  réelle  d'une  autre  variable  t.  Concevons  de 
plus  que  la  variable  x  soit  fonction  continue  de  t  dans  le  voisinage  de  la 
valeur  particulière  t  ^^^T,  et  es  (x)  fonction  continue  de  x  dans  le  i^oisi- 
nage  de  la  valeur  particulière  x^=\,  correspondante  ri  /  =  T.  L'expres- 
sion imaginaire  u(^x),  considérée  comme  une  fonction  de  t,  sera  encore 
continue  par  rapport  à  cette  variable  dans  le  V'oisinage  de  la  valeur  par- 
ticulière ^  =  T. 

§  III.   —  Des  fonctions  imaginaires  sy métriques ^ 
alternées  ou  homogènes. 

En  étendant  aux  fonctions  imaginaires  les  définitions  que  nous 
avons  données  (Chapitre  III)  des  fonctions  symétriques,  ou  alter- 
nées, ou  homogènes  de  plusieurs  variables  j?,  j,  z-,  ...,  on  recon- 
naît immédiatement  que 

est  une  fonction  symétrique,  ou  alternée,  ou  homogène  du  degré  a 
j)ar  rapport  aux  variables  x,  y,  z,  . . . ,  lorsque  les  fonctions  réelles 

sont  l'une  et  l'autre  symétriques,  ou  alternées,,  ou  homogènes  i[\\ 
degré  a  par  rapport,  à  ces  mêmes  variables. 

§  IV.  —   Sur  les  fonctions  imaginaires  et  entières 
d'une  ou  de  plusieurs  variables. 

En  vertu  de  ce  qui  a  été  dit  ci-dessus  (§  I), 

et 

(^{x,y,z,  ...)  +  x(j",/, -,  ...)S/'^^ 
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sont  deux  fonctions  imaginaires  et  entières,  l'une  de  la  variable  x, 
l'autre  des  variables  x,  y,  z,  . . . ,  lorsque 

9(^)     et     x{,Tc),         ^{x,y,z,...)     et     x^x,y,z,  ...) 

sont  des  fonctions  réelles  et  entières  de  ces  mêmes  variables.  Par 
suite,  si  cj(^)  représente  une  fonction  imaginaire  et  entière  de  la 
variable  x,  la  valeur  de  C7(^)  sera  déterminée  ])ar  une  équation  de 
la  forme 

Tîi{x)-=i(^{x)  -\-j{x')\j —  I 

=:  <7o4-  «1^  +  rt,^2+  .  .  .  +  (60+  h^x  -\-  biX^-~-  .  .  .)  \J—  1  , 

cIq,  a^,  rto,  ...,  Aq,  l>Ky  h.>,  ...  désignant  des  constantes  réelles.  On 
conclura  de  cette  équation,  en  réunissant  les  coefficients  des  puis- 
sances semblables  de  x, 

(i)     n5{x)  --(«0+  Z^o  V^—  0  +  («1+  «^i  \J  "-  i)^  -+-  («2+  ^^%s/—  1)^^-1- 

Pour  que  la  fonction  ct(^),  déterminée  par  la  formule  précédente, 
s'évanouisse  avec  x,  il  faut  que  l'on  ait 

c'est-à-dire  «^  =  o  et  h^^  =  o,  auquel  cas  la  valeur  de  ct(x')  se  réduit  i\ 

v:j{x)  --     {ai-h  bi  \J—  i),r  +  (ao-h  b^s/ —  i)x'^-h  ■  ■  . 
=  x[ai->r  bi  s/—  1       +  («2-:-  f^iS/—  i)'^'  +•••]• 

Ainsi,  toute  fonction  imaginaire  et  entière  de  la  variable  x,  lorsqu'elle 
s'évanouit  avec  cette  variable,  est  le  produit  du  facteur  x  par  une 
seconde  fonction  de  la  même  espèce  ou,  en  d'autres  termes,  est  divi- 
sible par  X.  En  partant  de  cette  remarque,  on  étendra  facilement  les 
théorèmes  I  et  H  du  Chapitre  IV  (§  I)  au  cas  où  les  fonctions  entières 
qui  s'y  trouvent  mentionnées  sont  en  même  temps  imaginaires.  J'ajoute 
que  ces  deux  théorèmes  subsisteront  encore  si  l'on  y  remplace  les 
valeurs  particulières  et  réelles  attribuées  ti  la  variable  a?,  telles  que 

'^O'         "^1»        '^2>  •  •  • 
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par  des  variables  imaginaires 

«o+SoV'— I,      «i  +  êiy/— I,      0{2+ê2\/— I,      •••• 

Pour  démontrer  cette  assertion,  il  suffit  d'établir  les  deux  proposi- 
tions suivantes  : 

Théorème  I.  —  Si  une  fonction  imaginaire  et  entière  de  la  variable  x 
s'évanouit  pour  une  valeur  particulière  de  cette  variable,  par  exemple 
pour 

^  =  «0  +  êo  \f^  , 

cette  fonction  sera  divisible  algébriquement  par 

cr  —  «0  —  êo  V^—  I  . 

Démonstration.  —  En  effet,  soit 
la  fonction  imaginaire  dont  il  s'agit.  Si  l'on  y  fait 

•^  =  oco  4-  êo  \J—  I  +  z, 

z  désignant  une  nouvelle  variable,  on  obtiendra  évidemment  pour 
résultat  de  la  substitution  une  fonction  imaginaire  et  entière  de  z., 
savoir 

et,  comme  cette  fonction  de^  devra  s'évanouir  pour  :;  =  o,  on  en  con- 
clura que 

est  divisible  par 

z^=  oC  —  iXo  —  Sq  \/ —  I . 

Corollaire  L  —  La  proposition  précédente  subsiste  dans  le  cas  même 
où  la  fonction  y  (^)  s'évanouit,  c'est-à-dire  dans  le  cas  où  ts(œ)  se 
réduit  à  une  fonction  réelle  ^(x). 

Corollaire  IL  —  Le  théorème  précédent  subsiste  encore  lorsqu'on 
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suppose  ê  =  o,  et  par  conséquent  lorsque  la  valeur  particulière  attri- 
buée à  la  variable  x  est  réelle. 

Théorème  II.  —  Si  une  fonction  imaginaire  et  entière  de  la  variable  x 
s  évanouit  pour  chacune  des  valeurs  particulières  de  x  comprises  dans  la 
suite 

n  désignant  un  nombre  entier  quelconque,  cette  fonction  sera  équivalente 
au  produit  des  facteurs 


■3^  — «0  — êoV—i,     ^  —  ofi  — êj  v/— I,     ^  — a,— Sav'— I,      ..-.,     ^  _  a„_i  —  ê„_i  y/— 
par  une  nouvelle  fonction  imaginaire  et  entière  de  la  variable  x. 
Démonstration.  —  Soit 

la  fonction  proposée.  Comme  elle  doit  s'évanouir  pour 

^  =  «0  +  6o  y/— I , 
elle  sera,  en  vertu  du  théorème  I,  algébriquement  divisible  par 

X  —  a^—Q^sJ—i; 

et  l'on  aura,  en  conséquence, 

(2)  cj(a^)  — (^_a^_g^y/~^)Q^, 

Qo  désignant  une  nouvelle  fonction  imaginaire  et  entière  de  la  va- 
riable X.  La  fonction  X3(^x)  devant  s'évanouir  encore  lorsqu'on  sup- 
pose 

a;  =  a,  +  êi  \J —  I , 

cette  supposition  réduira  nécessairement  à  zéro  le  second  membre  de 
l'équation  (2),  et,  par  conséquent,  l'un  des  deux  facteurs  qui  le  com- 
posent {voir  le  Chapitre  VII,  §  II,  théorème  VII,  corollaire  II).  De 

OEuvres  de  C—  S.\\,X.\\\.  28 
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plus,  comme  le  premier  facteur 

ne  peut  devenir  nul  pour 

^  L—  a,-f-  Si  \/—  I , 

tant  que  les  valeurs  particulières 

sont  distinctes  l'une  de  l'autre,  il  est  clair  qu'en  attribuant  k  x  la  se- 
conde de  ces  deux  valeurs,  on  devra  réduire  à  zéro  la  fonction  entière 
Qo,  et,  par  suite,  que  cette  fonction  entière  sera  divisible  algébrique- 
ment par 

.r  —  «1  —  êi  V^—  I  • 

On  aura  donc 

Qo=  (^  -  a,  —  êi  v^—  i)  Qu 

Q,  désignant  une  nouvelle  fonction  imaginaire  et  entière  de  la  va- 
riable a?;  en  sorte  que  l'équation  (2)  pourra  se  mettre  sous  la  forme 

(3)  5T(.r)  =  (a.-  — «0— êov/— OC'^  — «i~- ^1  V'— ')Qi- 

En  raisonnant  comme  on  vient  de  le  faire,  on  trouvera  :  i"  que,  la 
fonction  tô(ic)  devant  s'évanouir  en  vertu  de  la  supposition 

cette  supposition  réduit  nécessairement  à  zéro  le  second  membre  de 
l'équation  (3),  et,  par  conséquent,  l'un  de  ses  trois  facteurs;  2°  que 
le  facteur  réduit  à  zéro  ne  peut  être  que  la  fonction  entière  Q,,  tant 
que  les  trois  valeurs  particulières  de  x,  désignées  par 

■  «0  +  êo  \/—  I ,     «1  -^-  s,  y/—  I  ,     «2-1-  §2  \/—  I  , 

sont  distinctes  l'une  de  l'autre;  3°  que  la  fonction  entière  Q,,  devant 
s'évanouir  pour 

^  =  «2  ■"-  ^2  V —  '  > 
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est  algébriquement  divisible  par 

On  aura,  par  conséquent, 

et,  par  suite, 

(4)     U5{œ)  =  {a-  —  «0— SoV^— i)(j?  —  ai— 6i  v^— i)(a?  —  (X2—&i\/—i)Qi, 

Qa  désignant  encore  une  fonction  imaginaire  et  entière  de  la  va- 
riable X,  En  continuant  de  la  même  manière,  on  finira  par  reconnaître 
que,  dans  le  cas  où  la  fonction  entière  zj(x)  s'évanouit  pour  n  valeurs 
différentes  de  x,  respectivement  désignées  par 

oco+^oy/— I,     ai -h  Si  y/— 1,     cc,+ S-^s/-— i ,      ...,     a«_, -f- 6„_i  y''— i  » 

on  a  nécessairement 

5 )     js{x)  =  {œ~  oco—  êo y/—  I )  (^  —  ai—  ê, \/—  i)  (œ  —  cc^  —  B^^^  —  i). ..{x  —  a«_i  —  S„_i y/—  i ) Q, 

Q  désignant  une  nouvelle  fonction  entière  de  la  variable  x. 

Il  est  à  peu  près  inutile  d'observer  que  le  théorème  précédent  sub- 
siste lorsqu'on  suppose 

OU  bien 

6o=o,         61  =  0,         ^2=0,         ...,         ê„_i  =  o, 

c'est-à-dire  lorsque  la  fonction  usÇx)  ou  les  valeurs  particulières  attri- 
buées à  la  variable  œ  deviennent  réelles. 

A  l'aide  des  principes  établis  dans  ce  paragraphe,  on  démontrera 
sans  difficulté  que,  dans  le  Chapitre  IV  (§  I),  les  théorèmes  III  et  IV, 
avec  la  formule  (i),  peuvent  être  étendus  au  cas  où  les  fonctions  et  les 
variables  deviennent  imaginaires,  ainsi  que  les  valeurs  particulières 
attribuées  aux  unes  et  aux  autres.  On  prouvera  de  même  que  les  pro- 
positions I,  II  et  III,  avec  les  formules  (i)  et  (2),  dans  le  §  11  du  Cha- 
pitre IV,  et  les  formules  (2),  (3),  (4),  (5),  (6)  dans  le  §  III  du  même 
Chapitre,  subsistent  quelles  que  soient  les  valeurs  réelles  ou  imagi- 
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naires  des  variables,  des  fonctions  et  des  constantes.  Ainsi,  par 
exemple,  on  reconnaîtra,  en  particulier,  que  l'équation  (G)  du  §  III, 
savoir 


(6) 


1.2.3.  ../i  1.2.3.  ../i  1.2.3.  ..(/i  —  l)     1 

X         y"'~^  y"' 


1   i  .-2.6 . .  .{n  —  I )        j . 2 . 3 .  . . « 
a  lieu  pour  des  valeurs  imaginaires  quelconques  des  variables  x  et  j. 

§  V.    —   Détermination  des  fonctions  imaginaires  continues 
d'une  seule  variable  propres  à  vérifier  certaines  conditions. 

Soit  _ 

une  fonction  imaginaire  continue  de  la  variable  x,  o{x)  eiy(x)  dé- 
signant deux  fonctions  continues,  mais  réelles.  La  fonction  imaginaire 
n{x)  sera  complètement  déterminée,  si  elle  est  assujettie  à  vérifier, 
pour  toutes  les  valeurs  réelles  possibles  des  variables  x  et  j,  l'une 
des  équations 

(i)  cT(^+y)=:nT(^)-4-nT(7), 

(2)  Tn{x-{-y)  =  rn{x)XTn{y), 

OU  bien,  pour  toutes  les  valeurs  réelles  et  positives  des  mêmes  va- 
riables, l'une  des  équations  suivantes  : 

(3)  ro{xf)z=sTn{x)^T^iy), 

(4)  5j(^/)=rm(x)  xct(/). 

Nous  allons  résoudre  successivement  ces  quatre  équations,  ce  qui 
nous  fournira  quatre  problèmes  analogues  à  ceux  que  nous  avons  déjà 
traités  dans  le  §  I  du  Chapitre  V. 

Problème  I.  —  Déterminer  la  fonction  imaginaire  t:s(x)  de  manière 
qu'elle  reste  continue  entre  deux  limites  réelles  quelconques  de  la  va- 
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riahle  x,  et  que  l'on  ait,  pour  toutes  les  valeurs  réelles  des  variables  x 
et  y, 

(i)  m{x^y)  —  r;^{œ)-Arm{y). 

Solution.  —  Si,  à  l'aide  de  la  formule 

on  remplace  dans  l'équation  (i)  la  fonction  imaginaire  ct  par  les  fonc- 
tions réelles  o  et  y,  cette  équation  deviendra 

puis  l'on  en  conclura,  en  égalant  de  part  et  d'autre  les  parties  réelles 
et  les  coefficients  de  \j  —  i , 

Q{x+y)  =  o{œ)-\-  9(j), 

On  tirera  de  ces  dernières  formules  {voir  le  Chapitre  V,  §  I,  pro- 
blème I) 

l{x)  —  xx{i) 
et,  par  suite, 

(5)  m{x)  =  x[(^{i)-\-y^{i)\J^^i\ 

OU,  ce  qui  revient  au  même, 

(6)  cj(,r)3=a."7J7(i). 

Il  suit  de  l'équation  (5)  que  toute  valeur  de  vs{x)  propre  à  résoudre 
la  question  proposée  est  nécessairement  de  la  forme 

(7)  GT(^)  ri:  (a  +  ôy/— i)a7, 

a,  h  désignant  deux  quantités  constantes.  Il  est  d'ailleurs  facile  de 
s'assurer  qu'une  semblable  valeur  de  cj(x)  vérifie  l'équation  (i), 
quelles  que  soient  les  deux  quantités  a  et  b.  Ces  quantités  sont  donc 
deux  constantes  arbitraires. 
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On  peut  remarquer  que,  pour  obtenir  la  valeur  précédente  de  ^(œ), 
il  suffît  de  remplacer,  dans  la  valeur  de  9(0?)  que  fournit  l'équation  (7) 
du  Chapitre  V  (§  I),  la  constante  arbitraire  et  réelle  a  par  la  constante 
arbitraire,  mais  imaginaire, 

a  -\-  b  \/ —  I . 

Problème  II.  —  Déterminer  la  /onction  imaginaire  vj(x)  de  manière 
qu'elle  reste  continue  entre  deux  limites  réelles  quelconques  de  la  va- 
riable X,  et  que  l'on  ait,  pour  toutes  les  valeurs  réelles  des  variables  x 
et  y, 

(2)  Ts5{x^y)  —  T^{x)T^{y). 

Solution.  —  Si  dans  l'équation  (2)  on  fait  ^  —  o,  on  en  tirera 

gt(o)  =  I 

ou,  ce  qui  revient  au  même,  à  cause  de  la  formule 

?(o)  +  X(o)V'— '  =1 

et,  par  suite, 

9(0-)  =  1,  yJo)=:o. 

La  fonction  cp(a;)  se  réduira  donc  à  l'unité  pour  la  valeur  particulière  o 
attribuée  à  la  variable  x;  et,  puisqu'on  la  suppose  continue  entre 
des  limites  quelconques,  il  est  clair  qu'elle  sera,  dans  le  voisinage  de 
cette  valeur  particulière,  très  peu  différente  de  l'unité,  par  conséquent 
positive.  On  pourra  donc,  en  désignant  par  a  un  nombre  très  petit, 
choisir  ce  nombre  de  manière  que  la  fonction  ^{x)  reste  constamment 
positive  entre  les  limites 

a;  zn  o,  X  z=:  et. 

Cette  condition  étant  remplie,  comme  la  quantité  9(a)  sera  elle-même 
positive,  si  l'on  fait 

on  en  conclura 

nj(a)  -rr  (p(a)  -f-y^(a)\/—  i  —  p(cosÇ  +  \/^i  sinÇ). 
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Concevons  maintenant  que  dans  l'équation  (2)  on  remplace  succes- 
sivement y  par  j  +  2,  puis  z  par  5  -h  w,  . . . ,  on  en  déduira 

r;5{x-hy-h  z  ^.  . .)  =inj(a:)  ct(  j)  57(5)  . . ., 

quel  que  soit  le  nombre  des  variables  x,y,  z-,  ...  ;  si,  de  plus,  on  dé- 
signe par  m  ce  même  nombre,  et  que  l'on  fasse 

jt  =/  r=  :;=...=  a, 

l'équation  que  l'on  vient  de  trouver  donnera 

cy(ma)  =  [cT(a)]'"=  p'"(cosmÇ  4- y/— I  sinmÇ). 

J'ajoute  que  la  formule 

7^(ma)  =^  p'"(cosmC  +  s/ —  i  sin/nÇ) 


subsistera  encore  si  l'on  y  remplace  le  nombre  entier  m  par  une  frac- 
tion ou  même  par  un  nombre  quelconque  u.  C'est  ce  que  l'on  prou- 
vera facilement  ainsi  qu'il  suit. 
Si  dans  l'équation  (2)  on  fait 


1  I 

2  "^        2 


on  en  tirera 


5î(-aj=:nT(a)=:  p[cosÇ  4- y/—  ï  sinC]; 


puis,  en  extrayant  les  racines  carrées  des  deux  membres,  de  manière 
que  les  parties  réelles  soient  positives,  et  observant  que  les  deux 
fonctions  9(ir),  cosa;  restent  positives,  la  première  entre  les  limites 
ic  =  o,  a?  =  a,  la  seconde  entre  les  limites  a?  =  o,  x  -=1,^  on  trouvera 

De  même,  si  dans  l'équation  (2)  on  fait 

^=7a»        7=7^' 
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on  en  tirera 
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[7^Qa)]'=^(la)=p^-(^cos|-i-v/-isin^); 

puis,  en  extrayant  les  racines  carrées  des  deux  membres,  de  manière 
à  obtenir  des  parties  réelles  positives. 

Par  des  raisonnements  semblables,  on  établira  successivement  les  for- 
mules 


G7|-a)   =p^    (cos  ^   +\/— isin^), 


CJ 


(76")=P'''("'4+V-.sml), 


et,  en  général,  n  désignant  un  nombre  entier  quelconque. 


roi   -: 
2 


;„.)  =  p'^[cos(i,ç)^,/=7si„(^.ç)]. 


Si  l'on  opère  sur  la  valeur  précédente  de  cj(  ^a)  pour  en  déduire  celle 


de 


crf  — -a),  comme  on  a  opéré  sur  la  valeur  de  cT(a)  pour  en  déduire 


celle  de  zô(ma),  on  trouvera 


cos(  -Çj+vZ-isin^^ 


U)} 


ou,  ce  qui  revient  au  même. 


?[oa''}^-yA:;7.^-   \' 


C.  I  l/—  I  r=  p-" 


et,  par  suite, 


XlS^^l^P'"^^"!?^'^' 


PREMIÈRE  PARTIE.  -  CHAPITRE  VIII.  225 


puis,  en  supposant  que  la  fraction  —  varie  de  manière  à  s'approcher 

indéfiniment  du  nombre  [jl,  et  passant  aux  limites,  on  obtiendra  les 
équations 

desquelles  on  conclura 

De  plus,  si  dans  l'équation  (2)  on  pose 


on  en  tirera 


în(o) 


cj(- ^a)  := -— -  =z  p-!^[cos(- //C)  +  s/- I  sin(- /xÇ)j. 

La  formule  (8)  subsistera  donc  lorsqu'on  y  remplacera  a  par  —  u.  En 
d'autres  termes,  on  aura,  pour  des  valeurs  réelles  quelconques  posi- 
tives ou  négatives  de  la  variable  x, 

(9)  cj(a^)  =r  p'^[cosCôc  +  y/--  i  sinCx]  —  [cT(a)]-*^. 

Si  dans  cette  dernière  formule  on  écrit  ~  au  lieu  de  x,  elle  deviendra 

a 

(10)  Gî(^)  — p*    cos(-.rj+v/— 7sin(-.rj     —  [GT(a)]*; 
et  si  l'on  fait  ensuite,  pour  abréger, 

(11)  p«=::A,  ^=^ 

a  * 

on  trouvera 

(12)  Gj(.r)  =  A^(cos^.r  +  V  —  X  sin^d?). 

Ainsi  toute  valeur  de  cj(^),  propre  à  résoudre  la  question  proposée, 
sera  nécessairement  de  la  forme 

A*(cos^oC  +  y— I  sin6.r), 

A,  h  désignant  deux  constantes  réelles,  dont  la  première  ne  pourra 

OEuvrcsdeC—  S.  U,  t.  HI.  29 
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être  que  positive.  Il  est  d'ailleurs  facile  de  s'assurer  qu'une  semblable 
valeur  de  u(ûo')  vérifie  l'équation  (2),  quelles  que  soient  la  valeur  du 
nombre  A  et  celle  de  la  quantité  b.  Ce  nombre  et  cette  quantité  sont 
donc  des  constantes  arbitraires. 

Corollaire.  —  Dans  le  cas  particulier  où  la  fonction  cp(.r)  doit  rester 
positive  entre  les  limites  a?  =  o,  ^  =  1 ,  on  peut,  au  lieu  de  supposer  a 
très  petit,  prendre  a  =  i;  et  l'on  conclut  alors  immédiatement  des 
équations  (9)  et  (10) 

(.3)  IÎT(^)=:[n5(l)r. 

Problème  III.  —  Déterminer  la  fonction  imaginaire  cT(.r)  de  manière 
qu'elle  reste  continue  entre  deux  limites  positives  quelconques  de  la  va- 
riable X,  et  que  l'on  ait,  pour  toutes  les  valeurs  positives  des  variables  x 
et  y, 

(3)  cT(j77)=ny(^)4-CT(7). 

Solution.  —  Si,  à  l'aide  de  la  formule 

nj(.x-)  =  ?('3?)+X(^)s/—  '' 

on  remplace  dans  l'équation  (3)  la  fonction  imaginaire  rs  parles  fonc- 
tions réelles  ç  et  y^,  puis,  que  l'on  égale  de  part  et  d'autre  les  parties 
réelles  et  les  coefficients  de  y/—  i ,  on  trouvera 

cp(.r7)  =  cp(.r)  +  cp(j), 

Si,  de  plus,  on  désigne  par  A  un  nombre  quelconque  et  par  L  la 
caractéristique  des  logarithmes  dans  le  système  dont  la  base  est  A, 
on  tirera  des  équations  précédentes  (voir  le  (Chapitre  V,  §  1 ,  pro- 
blème m  ) 

cp(^)----a)(A)L(j?), 

et  l'on  en  conclura 

(,/i)  ct(x)=:t[(p(A)-+x(A)v^"-TJL(j:') 
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ou,  ce  qui  revient  au  même, 

(i5)  rxy{a;)  =im{A)L{x). 

Il  suit  de  la  formule  (i4)  que  toute  valeur  ct(^)  propre  à  résoudre  la 
question  proposée  est  nécessairement  de  la  forme 

(i6)  CT(a;)  — (a-+-6v/^^)L(.r), 

a,  b  désignant  deux  quantités  constantes.  Il  est  d'ailleurs  facile  de 
s'assurer  qu'une  semblable  valeur  de  tz(^x)  vérifie  l'équation  (3), 
(fuelles  que  soient  les  quantités  a  et  b.  Ces  quantités  sont  donc  deux 
constantes  arbitraires. 

On  peut  remarquer  que,  pour  obtenir  la  valeur  précédente  de  rT(a'), 
il  suffit  de  remplacer,  dans  la  valeur  de  <^{x)  que  fournit  l'équa- 
tion (12)  du  Chaj)itre  V  (§  I),  la  constante  arbitraire  et  réelle  a  par  la 
constante  arbitraire,  mais  imaginaire, 

a  4-  b\l —  I . 

Nota.  —  On  pourrait  arriver  très  simplement  à  l'équation  (i5)  de  la 
manière  suivante. 

En  vertu  des  formules  identiques 

x  —  k^'\       y  —  hyy, 
l'équation  (3)  devient 

Comme,  dans  cette  dernière,  les  quantités  variables  Lx,  Lj  admettent 
des  valeurs  réelles  quelconques  positives  ou  négatives,  il  en  résulte 
qu'on  aura,  pour  toutes  les  valeurs  réelles  possibles  des  variables  x 

ci  y, 

ct(A^+J')=--gt(A^) +w(A>'). 

On  en  conclura  [voirXe  problème  I,  équation  (6)] 

cj(A^)=:a:nT(A')  — ^st(A) 
et,  par  suite. 
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ou,  ce  qui  revient  au  même, 

gt(x)  =  cî(A)  Ljc. 

Problème  IV.  —  Déterminer  la  /onction  imaginaire  zs(œ)  de  manière 
(ju  elle  reste  continue  entre  deux  limites  positives  quelconques  de  la  va- 
riable X,  et  que  l'on. ait,  pour  toutes  les  valeurs  positives  des  variables  x 
et  y, 

(4)  w{xy)  =  w{x)xx!{y). 

Solution.  —  11  serait  facile  d'appliquer  à  la  solution  de  ce  problème 
une  méthode  semblable  à  celle  que  nous  avons  employée  pour  résoudre 
le  second;  mais  on  arrivera  plus  promptement  à  la  solution  cherchée, 
si  l'on  observe  que,  en  désignant  par  L  la  caractéristique  des  loga- 
rithmes dans  le  système  dont  la  base  est  A,  on  peut  mettre  l'équa- 
tion (4)  sous  la  forme 

GT(A'''+Lr)  — nT(A'"')GT(A'-''). 

Comme,  dans  cette  dernière  équation,  les  quantités  variables  Lx,  Ly 
admettent  des  valeurs  réelles  quelconques  positives  ou  négatives,  il 
en  résulte  qu'on  aura,  pour  toutes  les  valeurs  réelles  possibles  des  va- 
riables X  et  y, 

CT  (  A^+r  )  — .  GJ  (  A^  )  GT  (  A^- ). 

On  en  conclura,  en  représentant  par  a  un  nombre  très  petit  et  en 
remplaçant  dans  l'équation  (lo)  du  second  problème  zi(x)  par  cj(A-''), 

nj(A^)=i[cT(Aa)]«. 
On  trouvera  par  suite 

r^(A^-):^[M(A«)]^ 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

(•7)  .  Cl(a^)  =  [GT(A*)]«   . 

Il  est  essentiel  d'observer  que  la  fonction  imaginaire  ct(A-^),  et  pai' 
conséquent  sa  partie  réelle  cp(A'^),  se  réduisent  à  l'unité  pour  x  =  o. 


PREMIÈRE  PARTIE.        CHAPITRE  VIII.  22» 

ou,  en  d'autres  termes,  que  la  fonction  imaginaire  17(07)  et  sa  partie 
réelle  9(0;)  se  réduisent  à  l'unité  pour  a-  =  i .  C'est  ce  que  l'on  peut 
démontrer  directement,  en  prenant  dans  l'équation  (4), 

^  — A"  =  i. 

Quant  au  nombre  a,  il  doit  seulement  être  assez  petit  pour  que  la 
partie  réelle  de  la  fonction  imaginaire  cj(A^)  reste  constamment  posi- 
tive entre  les  limites  x  =  o,  x=  a.  Cette  condition  étant  remplie,  la 
partie  réelle  de  l'expression  imaginaire 

sera  elle-même  positive;  et  par  suite,  si  l'on  fait 

on  aura 

gt(A=^)  =  p(cosC  +  V''~  '  sinÇ). 

Cela  posé,  l'équation  (17)  deviendra 

l  C7(x)  =p  '^    ces  (  -  Lx)  +  v'—  I  srn  (  -  L^  ) 
/  =:^«    cos(  -  L^  j  +  v'— I  sin  (  -  L^' )    . 


(18) 


En  vertu  de  cette  dernière  équation,  toute  valeur  de  ts(x)  propre  à 
résoudre  la  question  proposée  sera  nécessairement  de  la  forme 

(19)  ct(.37)  =  x'^[co'S,{bLa^)  +  v^—  i  sin(^L^)J, 

a,  b  désignant  deux  quantités  constantes.  11  est  aisé,  de  plus,  de  s'as- 
surer que  ces  deux  quantités  constantes  doivent  demeurer  entière- 
ment arbitraires. 
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CHAPITRE  IX. 

DES  SÉRFES  FMAGINAIRES  CONVERGENTES  ET  DIVERGENTES.  SOMMATION  DE  QUELQUES  SÉRIES 
IMAGINAIRES  CONVERGENTES.  NOTATIONS  EMPLOYÉES  POUR  REPRÉSENTER. QUELQUES  FONC- 
TIONS IMAGINAIRES  AUXQUELLES  ON  SE  TROUVE  CONDUIT  PAR  LA  SOMMATION  DK  CES 
MfiMES- SÉRIES. 


§  I.  —  Considérations  générales  sur  les  séries  imaginaires. 
Soient  respectivement 

(0  Po,       Pu      P-2y        ■■■,      Pn,        ■■■, 

deux  séries  réelles.  La  suite  des  expressions  imaginaires 

(3)     /Jo+^oV^— I,    />i  +  '7i\/— '»    /?2+'72V^— I»     ■■■,    Pu-^-Çn\/—^,     ••• 
formera  ce  qu'on  appelle  une  série  imaginaire.  Soit,  de  plus, 

=  {po  +  Pi-\---.  +  Pn-l  )  +  (70  +  71  +  •  •  •  +  7«-I  )  si—  » 


(4) 


la  somme  des  n  premiers  termes  de  cette  série.  Selon  que,  pour  des 
valeurs  croissantes  de  n,  s^  convergera  ou  non  veVs  une  limite  fixe,  on 
dira  que  la  série  (3)  est  convergente  et  qu'elle  a  pour  somme  celte 
limite,  ou  bien  qu'elle  est  divergente  et  n'a  pas  de  somme.  Le  premier 
cas  aura  évidemment  lieu  si  les  deux  sommes 

;>o  +  />i  +  .- •  +  /?«-!» 

70  +  7i  +  •  •  •  +  7«-i 
convergent  elles-mêmes,  pour  des  valeurs  croissantes  de  n,  vers  des 
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limites  lixes,  et  le  second,  dans  la  supposition  contraire.  En  d'autres 
termes,  la  série  (3)  sera  toujours  convergente  en  même  temps  que  les 
séries  réelles  (i)  et  (2).  Si  ces  dernières,  ou  Tune  d'elles  seulement, 
deviennent  divergentes,  la  série  (3)  le  sera  également. 

Dans  tous  les  cas  possibles,  le  terme  de  la  série  (3)  qui  correspond 
à  l'indice  //,  savoir 

est  ce  qu'on  nomme  son  terme  générai. 

L'une  des  séries  imaginaires  les  plus  simples  est  celle  qu'on  obtient 
en  attribuant  à  la  variable  x,  dans  la  progression  géométrique 

une  valeur  imaginaire.  Concevons,  pour  fixer  les  idées,  que  l'on  fasse 

j?  —  s(cos9  4-  v^—  1  sin5), 

:;  désignant  une  nouvelle  variable  supposée  réelle,  et  6  un  arc  réel,  i^a 
progression  géométrique  dont  il  s'agit  deviendra 

(  T,     s(cos9 -+- \/— J  sin(?),     ^^(cosaô  +  y/— I  sinaô),      ..., 
(5)  

(  ...,     ;3"(cos/î6  +  v^— ]  sinnô),     .... 

Pour  obtenir  l'équation  qui  détermine  la  somme  des  n  premiers  termes 
de  la  série  précédente,  il  suffit  de  remplacer  .x^  par5(cosO  -+- V--  '  ^'"^J) 
dans  la  formule 

I  +  .r  +  J?'  +  .  .  .  +  x'^-  •  ■=. 


I  —  X  1  —  X 

On  trouve  de  cette  manière 

1  +  3(cosG  +  v'— ~^sin^)  +  ^''(00820  -+-v/^sin2Ô)  + 

5"(cos/i9  H- V^—  I  sin/i9) 


1  — -3(cos9-4- y/— 1  sinô)        i  —  s(cos9  +  y/— i  sinô)' 
et,  comme,  pour  des  valeurs  croissantes  de  n,  le  module  de  l'exprès- 
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sion  imaginaire 

— — — '-=^  > 

I  —  z  cos  0  —  zsinO  y/—  i 

savoir 

zts" 
" T' 

converge  vers  la  limite  zéro  ou  croît  au  delà  de  toute  limite,  suivant 
qu'on  suppose  la  valeur  numérique  de  z  inférieure  ou  supérieure  à 
l'unité,  on  doit  conclure  de  l'équation  (6)  que  la  série  (5)  est,  dans 
la  première  hypothèse,  une  série  convergente  qui  a  pour  somme 


I  —  z  cos  y  ~  5  SI 


nôv/- 


et,  dans  la  seconde  hypothèse,  une  série  divergente  qtii  n'a  plus  de 
somme. 

La  somme  d'une  série  imaginaire  convergente  s'indique,  comme 
si  la  série  était  réelle,  par  la  somme  de  ses  premiers  termes,  suivie 
de  points 

Cela  posé,  si  l'on  appelle  s  la  somme  de  la  série  (3)  supposée  con- 
vergente, et  que,  dans  la  formule  (4).  on  fasse  croître  n  indéfiniment, 
on  trouvera,  en  passant  aux  limites, 

,    ,         (  ^  =  (/'o  +  ?oV/— i)  +  (/^i  +  7i\/— 0  +  (/'2+'72v/— 0 +••• 
(  7  )  

De  même,  lorsqu'on  supposera  la  valeur  numérique  de  z  inférieure  à 
l'unité,  on  tirera  de  l'équation  (6),  en  faisant  croître  n  au  delà  de 
toute  limite  assignable, 

I    I  H-  z(cos9  +  \/—  I  sinô)  -t-  z^(cos29  -+-  \^^  i  sinaô)  -h .  . . 
(^)  j       _  I  _  I  —  G  cos 9  +  z  sinôy^—  i 


i  —  zcos6  —  zsine\/—i  i  —  25  cose^-f- s^ 

En  vertu  de  la  formule  (7),  le  premier  membre  de  l'équation  (8)  peut 
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être  présenté  sous  la  forme  suivante  : 

{\  -h  z  cos d  ~\-  z-  cos 2 9  + . . .  )  +  ( 3  sin Ô  -h-  c-  sin 2 5  +  .  . .  )  v'—  i . 

On  aura  donc,  pour  des  valeurs  numériques  de  z  inférieures  à  l'unité, 

l  (i  +  :;cos6  ■+-  z^cos2Q  +  . . ,)  -f-  (3  sin9  -h  s-  sin29  + . . .)  V^— "  ' 
(9)        'i  i  —  zcos9  z?,in9  


l  —  2Z  COS  0  -h  Z^-  J  —  9.Z  COS  6  -+- 

On  en  conclura 

I  —  z  cos  9 


-+-  z  cos  9  -+-  z'^  cos  2  9  -\-  z^  cos  3  9  -t- . . . 


I  —  2  5  cos  6 

(10) 

/  .    r         „    .       ^        .,..■./>  5  sin  9 

f  ^  sm &  -f-  ^^  sin  29  ^  z^  sm  69  -h- . . .  =^  ^ ^^[ 

\  1  —  2  5C0Sty-|-S^ 

(^  — —  I,   z  — -h-l). 

Ainsi  la  substitution  d'une  valeur  imaginaire  de  x  dans  la  progression 
géométrique 

suffît  pour  conduire  à  la  sommation  des  deux  séries 

1    I,     zcos9,     z^  cos  29,     ....     z"-cosn9,     ..., 

(lO 

(  ^  sin  9,     3^  sin  2  9,     ...,     ^"sin/i9, 

toutes  les  fois  que  la  variable  z-  reste  comprise  entre  les  limites 


c'est-ii-dire  toutes  les  fois  que  ces  deux  séries  sont  convergentes. 

Les  premiers  membres  des  équations  (10)  étant  (en  vertu  du  théo- 
rème I,  Chapitre  VI,  §  1)  fonctions  continues  de  la  variable  z,  dans  le 
voisinage  de  toute  valeur  particulière  comprise  entre  les  limites 

Z—  —  I,  Z  =  -^l, 

le  premier  membre  de  l'équation  (9)  sera  lui-même,  dans  le  voisi- 
nage d'une  semblable  valeur,  fonction  continue  de  z.  Or,  ce  premier 
membre  n'est  autre  chose  que  la  somme  de  la  série  (5),  dont  les  dif- 

0FMi>rcs  Je  c.  —  S.  n,  t.  ni.  3o 
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fércnls  ternies  restent  fonctions  continues  de  z  entre  des  limites  quel- 
conques. En  généralisant  la  remarque  qu'on  vient  de  faire,  on  obtient 
la  proposition  suivante  : 

TiiKoiu'-.MK  I.  —  Lorsque  les  diffèrenls  termes  de  la  série  (3)  sont  des 
fonetions  d'une  même  variable  z,  continues  par  rapport  à  cette  variable 
dans  le  voisinage  d'une  valeur  particulière  pour  laquelle  cette  série  est 
convergente,  la  somme  s  de  la  série  est  aussi,  dans  le  voisinage  de  cette 
valeur  particulière,  fonction  continue  de  z. 

Démon  si  ration.  —  En  effet,  dans  le  voisinage  de  la  valeur  particu- 
lière attribuée  à  la  variable  :;,  la  série  (3)  ne  peut  être  convergente  et 
avoir  pour  ses  ditïerents  termes  des  fonctions  continues  de  z,  qu'au- 
tant que  les  séries  réelles  (i)  et  (2)  jouissent  l'une  et  l'autre  des 
mêmes  propriétés  :  or,  dans  cette  hypothèse,  chacune  des  sommes 

étant  (en  vertu  du  théorème  I,  Chapitre  VI,  §  I)  fonction  continue  de 
la  variable  ::,*il  en  résulte  que  la  somme  de  la  série  (3),  savoir 

sera  aussi  fonction  continue  de  cette  variable. 
Supposons  maintenant  que  l'on  désigne  par 

PO'         Pl>         p2» 

les  modules  des  différents  termes  de  la  série  (3),  et  par 

cos9o-+- /— '  sln^o,     cos9,  +  v'-    isin^i»     COS624- v   -  •  sinô.,     ... 

les  expressions  réduites  correspondantes,  en  sorte  qu'on  ait  générale- 
ment 

9'>~-  {pl^-  ql)-, 

Pn  -î-  7«  V -~  »  ~-  Pa(cos0„  -f-  V''   - 1  sin5„). 


RSITY 
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La  série  (3  )  deviendra 

I  p,  (cos5,  -h  \  —  I  sin  9,  ), 

(12)  /  P-i  (cos 5.  -I-  V  -    I  sin  Ô,  ), 

■ • » 

(  p„(c()sô„-f-v'  -  I  sinS,,), 


et  l'on  pourra  ordinairement  décider  si  cette  série  est  convergente  ou 
divergente,  à  l'aide  du  théorème  que  je  vais  énoncer. 

Théorème  II .  —  Cherchez  la  limite  ou  les  limites  vers  lesquelles  converge, 

tandis  que  n  croit  indéfiniment ,  l'expression  (p,i)" •  Suivant  que  la  plus 
grande  de  ces  limites  sera  inférieure  ou  supérieure  à  l'unité,  la  série  (3) 
sera  convergente  ou  divergente. 

Démonstration.  —  Considérons  d'abord  le  cas  où  les  plus  grandes 

l 
valeurs  de  l'expression  (p,,)"  convergent,  tandis  que  n  croît  indéfini- 
ment, vers  une  limite  inférieure  à  l'unité.  Dans  ce  cas,  la  série 

('3)  Po,     pi,     p>,     ...,     p„,     ... 

étant  convergente  (Chapitre  VI,  §  II,  théorème  I  ),  les  séries 

i  pocosôo,     piCos9i,     0.1  cos 0.,,     ...,     p„cosG„,     ..., 

(i4) 

(poSin^o,     pisinô,,     p.,s\n9.,,      ...,     p„  sin  ô„, 

le  seront  également  (Chapitre  VI,  §  III,  théorème  IV),  et  la  conver- 
gence de  ces  dernières  entraînera  celle  de  la  série  (  12  ),  qui  n'est  que 
la  série  (3)  présentée  sous  une  autre  forme. 

Supposons  en  second  lieu  que,  pour  des  valeurs  croissantes  de  n, 

les  plus  grandes  valeurs  de  (p„V' convergent  vers  une  limite  supé- 
rieure il  l'unité.  Dans  cette  hypothèse,  on  prouvera,  par  un  raisonne- 
ment semblable  à  celui  que  nous  avons  employé  dans  le  Chapitre  VI 
(§  II,  théorème  I),  que  les  plus  grandes  valeurs  du  module 
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croissent  avec  n  au  delà  de  toute  limite,  ce  qui  ne  peut  être  vrai 
qu'autant  que  les  plus  grandes  valeurs  des  deux  quantités)»,,,  r/,,, 
ou  au  moins  de  l'une  d'elles,  croissent  de  même  indéfiniment.  Or, 
comme  ces  deux  quantités  sont  les  termes  généraux  des  séries  (i) 
et  (2),  on  doit  conclure  que,  de  ces  deux  séries,  l'une  au  moins  est 
divergente,  ce  qui  suffit  pour  assurer  la  divergence  de  la  série  (3). 

Scolie  /.  —   Le  théorème  qu'on  vient  d'établir  ne  laisse  d'incerti- 
tude sur  la  convergence  ou  la  divergence  d'une  série  imaginaire  que 

1 

dans  le  cas  particulier  où  la  limite  des  plus  grandes  valeurs  de  (p^)" 
devient  égale  à  l'unité.  Dans  ce  cas  particulier,  il  n'est  pas  toujours 
facile  de  décider  la  question.  Toutefois  on  peut  affirmer  que,  si  la 
série  (i3)  est  convergente,  les  séries  (i4)'  et  par  suite  la  série  (12), 
le  seront  pareillement.  La  réciproque  n'est  pas  vraie,  et  il  pourrait 
arriver  que,  la  série  (12)  restant  convergente,  la  série  (r3)  fût  diver- 
gente. Ainsi,  par  exemple,  si  l'on  suppose 

on  obtiendra,  à  la  place  des  séries  (12)  et  (i3),  les  deux  suivantes 

I   , —  I   I — 

V  —  I  »     — 
4 


v/-i,     — -v/~-'.     -^3v/^»     -i.s/- 


I  I  I 

-1  ô»  7: 

234 


dont  la  seconde  est  divergente,  tandis  que  la  première  reste  conver- 
gente et  a  pour  somme 

/désignant  la  caractéristique  des  logarithmes  népériens. 

Scolie  IL  —  Lorsque,  pour  des  valeurs  croissantes  de  /?,  le  rapport 

9'i-*-\ 
s'approche  indéfiniment  d'une  limite  fixe,  cette  limite  est  également 
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celle  vers  laquelle  convergent  les  plus  grandes  valeurs  de  l'expres- 

sion  (p,y. 

Le  théorème  V  du  §  III  (Chapitre  VI)  est  évidemment  applicable 
aux  séries  imaginaires  aussi  bien  qu'aux  séries  réelles.  Quant  au  théo- 
rème VI  du  même  paragraphe,  on  doit,  lorsqu'il  est  question  des  séries 
imaginaires,  le  remplacer  par  le  suivant  : 

Théorème  III.  —  Soient 

i     Ko,        l/i,        If 2,        .  .  .,        W„,        .  .  ., 

(i5) 

'     <'oi         ^l,         «'2,  •  •  -,        ^'n,         ■  •  ■ 

deux  séries  convergentes,  mais  imaginaires,  qui  aient  respectivement  pour 
sommes  s  et  s' .  Si  chacune  de  ces  séries  reste  convergente  lorsqu'on  réduit 
ses  différents  termes  à  leurs  modules  respectifs, 

(i6) 

f    ...,      «o<^î+  «it'«-i +•••-+-  ««-i<'i+ «««'o,       •••    . 

sera  une  nouvelle  série  convergente  imaginaire,  qui  aura  pour  somme  ss  . 

Démonstration.  —  Désignons  respectivement  par  s,,,  s'^^  les  sommes 
des  n  premiers  termes  des  deux  séries  (i5),  et  par  s^  la  somme  des 
n  premiers  termes  de  la  série  (i6).  On  trouvera 

+  (  ««-1  <'l  +  ««-2  <'2  +  .  •  •  H-   ll-î  ('«-2  +  "l  «'«-I  ). 

Désignons  encore  par  p„  et  p),  les  modules  des  expressions  imaginaires 
'u,^  Çiiv„,  en  sorte  que  ces  expressions  soient  déterminées  par  des  équa- 
tions de  la  forme 

«„-:  p„(cos9„-i- v'— I  sin^H). 
^n  =  p'„  ( cos  9'„  +  v^^-^  sin  9'„  ). 


Les  séries  réelles 

Po» 

pi' 

P2,          • 

••>        Pn: 

P'o» 

Pi' 

P'î'          • 

■-,        p'n 
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étant  convergentes  par  hypothèse,  on  en  conclura,  comme  dans  le 
Chapitre  VI  (§  III,  théorème  VI),  que  la  somme 

P'i-lp'n     1  +  iPn-l  P'„   -2  +  P/i'  2  P'/,  m  )  "^  •  •  • 

+  (p„-ip',  +  p„-2P2+-  •  .+  p2p'„-   2-^-PlP/,-l)' 

converge,  pour  des  valeurs  croissantes  de  /^,  vers  la  limite  zéro.  Il  en 
sera  de  même  a  fortiori  des  deux  sommes 

p„.-,p'„_,  cos(5„_,  +  9;,_,) 

+  [P/i-ip'«-2Cos(6'„_,^-  0'„^.,)  -f-p„_2p'„_,  cos(9„_2-+-^;,_,)] 
+ 

+  [p„_,  p\  C0S(9„_,  4-  9;  )  +  p,,-2p2  COS(9„^2+  ^2  )  +.  .  . 

+  p2  p'n  -2  cos  (  9,  +  ô;,_,  )  +  p,  p'„  j  cos (  9,  4-  9;„,  )] 

et 

p„_ip;,_,sin(9„_,+  0;,^,) 

+  [p„_,  p'„_  2  sin(9„_,  -f-  0;,_,  )  -+-  p„-2p;,-,  sin(9„_2+  ^;,  -i  )] 

-H 

+  [p„-ip',  sin(9„._,-4-  0',)  +  p„_2p'2  sin(9,,_2  4-5;  )  +. . . 

+  p2 P«-2  ^in  (  0,  +  9;,._,  )  4-  p,  p;,  __,  sin  (  9,  +  9',,.  ,  )], 

dont  la  première  représente  évidemment  la  partie  réelle  de  l'expres- 
sion imaginaire 

tandis  que  la  seconde  représente  le  coefficient  de  y  —  i  dans  cette 
expression.  Par  suite,  s„s]^  —  s]^  convergera  aussi,  pour  des  valeurs 
croissantes  de  n,  vers  la  limite  zéro;  et,  comme  s,^s]^  s'approche  indé- 
finiment de  la  limite  ss',  il  faudra  de  toute  nécessité  que  l'expres- 
sion s^,  c'est-à-dire  la  somme  des  n  premiers  termes  de  la  série  (i(i), 
s'approche  elle-même  indéfiniment  de  cette  dernière  limite.  Il  en 
résulte  :  i"  que  la  série  (i6)  est  convergente;  2°  que  cette  série  cou-' 
vergente  a  pour  somme  ss'. 
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§  II .  —  Des  séries  imaginaires  ordonnées  suivant  les  puissances  ascendantes 
et  entières  d'une  variable. 

Soit  X  une  variable  imaginaire.  Toute  série  imaginaire  ordonnée 
suivant  les  puissances  ascendantes  et  entières  de  la  variable  x  sera  de 
la  forme 

Cq^  ^0  V'—  I  '       («iH-  ^1  V^—  l)j7,       ((72+  ^2  V—  O-^''       •••» 

...,     («„+ 6„v'— i)^"'     •••' 

«0,  a^,  «2»  •••,««.  •  •  •  »  lu,  bf,  bç>,  . . . ,  ^„,  . . .  désignant  deux  suites 
de  quantités  constantes.  Dans  le  cas  où  les  constantes  de  la  seconde 
suite  s'évanouissent,  la  série  précédente  se  réduit  à 

Nous  considérerons  en  particulier  dans  ce  paragraphe  les  séries  de 
cette  dernière  espèce.  Si,  pour  plus  de  commodité,  on  pose 

(2)  X  ^=:  z(cos9 -\- \  —  i  sind), 

z  désignant  une  variable  réelle  et  G  un  arc  réel,  la  série  (  i)  deviendra 


(3) 


«0,     a,c(cos9  +  v'— 1  sin9),     «as^cosaô  +  y/^  i  sinaô), 
...,     «,j3"  (cos/i9  +  y  —  I  sin«9),     .... 


Soit  maintenant,  comme  dans  le  Chapitre  VI  (§  IV),  A  la  plus  grande 
des  limites  vers  lesquelles  converge,  tandis  que  n  croît  indéfiniment, 
la  racine  n"''''*"  de  la  valeur  numérique  de  a„.  La  plus  grande  des  limites 
vers  lesquelles  convergera  dans  la  même  hypothèse  la  racine  /^''""  du 
module  de  l'expression  imaginaire 

a„x"  ~  a„z"  icos/i  9  -\-  y  —  i  sin/i  9) 

sera  équivalente  à  la  valeur  numérique  du  produit 

A  =  ; 

et  en  conséquence  (voir  ci-dessus  le  §  I,  théorème  II  )  la  série  (3  )  sera 
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convergente  ou  divergente  suivant  que  le  produit  A^  aura  une  valeur 
numérique  inférieure  ou  supérieure  à  l'unité.  On  déduit  immédiate- 
ment de  cette  remarque  la  proposition  suivante  :  ,     . 

Théorème  \.  —  La  série  (3)  est  convergente  pour  tontes  les  râleurs  de  z 
comprises  entre  les  limites 

et  divergente  pour  toutes  les  valeurs  de  z  situées  hors  des  mêmes  limites. 
En  d'autres  termes,  la  série  (i)  est  convergente  ou  divergente  suivant  que 

le  module  de  l'expression  imaginaire  x  est  inférieur  ou  supérieur  à  —  • 

Scolie.  —  Lorsque  la  valeur  numérique  du  rapport  -^^^  converge, 

pour  des  valeurs  croissantes  de  n,  vers  une  limite  fixe,  cette  limite  est 
précisément  la  valeur  de  la  quantité  positive  désignée  par  A. 

Corollaire  I.  —  En  comparant  le  théorème  précédent  au  théorème  I 
du  Chapitre  VI  (§  TV),  on  reconnaîtra  que,  si  la  série  (i)  est  conver- 
gente pour  une  certaine  valeur  réelle  de  la  variable  x,  elle  demeurera 
convergente  pour  toute  valeur  imaginaire  dont  cette  valeur  réelle 
serait,  au  signe  près,  le  module.  Par  suite,  si  la  série  (i)  est  conver- 
gente pour  toutes  les  valeurs  réelles  de  la  variable  x,  elle  restera  con- 
vergente, quelle  que  soit  la  valeur  imaginaire  que  l'on  attribue  à  cette 
variable. 

Corollaire  IL  —  Pour  appliquer  le  théorèfme  I  et  le  précédent  corol- 
laire, considérons  les  quatre  séries 


1.2.3...// 


I  .  2  .  3  .  .  .  /i 

n 


(4) 

I, 

X, 

X-, 

(5) 

I, 

7"' 

H-_' 

'J.-J) 

I  .2 

(6) 

I, 

X 

—  » 

1 

X^ 
1  .2 

(7)  ^y 
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(jt,  désignant  dans  la  seconde  une  quantité  quelconque.  De  ces  quatre 
séries  les  deux  premières,  ainsi  que  la  dernière,  restent  convergentes 
pour  toutes  les  valeurs  réelles  de  x  comprises  entre  les  limites 

et  la  troisième  pour  des  valeurs  réelles  quelconques  de  la  variable  x. 
Mais  si,  au  lieu  d'attribuer  à  x  une  valeur  réelle,  on  suppose 

X  •=^(cos0  +  v''—  I  sinô), 
à  la  place  de  ces  quatre  séries,  on  obtiendra  les  suivantes 

il,     ^(cosîJ  +  v/— I  sinô),     s2(cos2(5  +  v/— I  sina^),     .,., 
...,     5"(cos/i9  +  v'— I  sin/i9),     ...; 

(  I,     ^5(cos5H-\/^^sin0),      ^^^~^'s^(cos2(;  +  v^— ^sin2  0),      ..., 
(9) 


(10) 


s(cos9-+-y/—  I  sinô)       z^fcosa^  -f-  y/—  i  sinaô) 

I       . ., , 

I  1.2 

z'»(cos/i9  +  y/— I  sinnô) 


('0 


1.2.3.  ../î 

5(cos9  -h  \j—  I  sinô)  ^^(cos2'9  +  y/—  i  sin  20) 

1  2 

_^  2'*(cosn(9  +  y/— i  sinnS) 


dont  les  deux  premières  et  la  dernière  resteront  convergentes  pour 
toutes  les  valeurs  de  z  comprises  entre  les  limites 

tandis  que  l'avant-dernière  sera  toujours  convergente,  quelle  que  soit 
la  valeur  réelle  de  z. 

Après  avoir  fixé  les  limites  entre  lesquelles  il  faut  renfermer  z  pour 
rendre  la  série  (3)  convergente,  nous  ferons  remarquer  que,  en  vertu 

OEuvresde  C.  —  S.  H,  t.  HI.  3l 
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des  principes  établis  dans  le  paragraphe  précédent,  les  théorèmes  III, 
IV  et  V  du  Chapitre  VI  (§  IV),  avec  leurs  corollaires,  peuvent  être 
étendus  au  cas  où  la  variable  x  devient  imaginaire.  On  devra  seule- 
ment admettre,  dans  l'énoncé  du  théorème  IV,  que  chacune  des  séries 

tf  A  ^  Ct  1  iX  ^  tZo  «-^     y  *    •    •   1 

c/()j  C/jtX/j  U^CC    y  ... 

reste  convergente  lorsqu'on  réduit  ses  différents  termes  non  plus  à 
leurs  valeurs  numériques,  mais  à  leurs  modules  respectifs.  Cela  posé, 
si  l'on  désigne  par  t3{\x)  ce  que  devient  le  second  membre  de  l'équa- 
tion (i5)  (Chapitre  VI,  §  IV),  lorsqu'on  attribue  à  x  la  valeur  imagi- 
naire 

^(cos^  -H  y/—  I  sin5), 

ou,  en  d'autres  termes,  si  l'on  fait 

(12)     cj(;x)  r-  I  ^-  ^z{q,o?,9  4-  /—  X  ûnO)  +  — ;;^(cos2(5  +  sj—  i  sina^)  4-. 

on  trouvera,  au  lieu  de  la  formule  (16)  (Chapitre  VI,  §  IV),  la  sui- 
vante : 

(r3)  gt(^)ct([x')  — cT(fz-+-fz'). 

II  est  essentiel  de  remarquer  que  cette  dernière  formule  subsistera 
uniquement  pour  les  valeurs  de  z  comprises  entre  les  limites  z=^  —  \, 
:;  =  -hi,  et  qu'entre  ces  limites  la  fonction  imaginaire  rs{\k)y  c'est- 
à-dire  la  somme  de  la  série  (9),  sera  en  même  temps  continue  par  rap- 
port à  :;  et  par  rapport  à  [x  (^iwir  ci-dessus  le  §  I,  théorème  I). 

Concevons  à  présent  qu'au  lieu  de  la  série  (9)  pn  considère  généra- 
lement la  série  (3),  et  que  dans  cette  dernière  on  fasse  varier  la  valeur 
de  z  par  degrés  insensibles.  Tant  que  la  série  (3)  sera  convergente, 
c'est-à-dire  tant  que  la  valeur  de  z  restera  comprise  entre  les  limites 

la  somme  de  la  série  sera  une  fonction  imasrinaire  continue  de  la  va- 
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riable  z.  Soit  tj(z)  cette  fonction  continue.  L'équation 

nj(5)  =  ao-4-  ai5(cos9  + v/^  sin9)  4- a2:;^(cos2  0  -^\/—  i  sinaS)  +. . . 

subsistera  pour  toutes  les  valeurs  de  ::  renfermées  entre  les  limites 
~,  ce  que  nous  indiquerons  en  écrivant  ces  limites  à  côté 


—  5 


A  A 

de  la  série,  comme  on  le  voit  ici  : 

(i4)     Tn{z)  =  ao-h  aiz(co?:9  -h  \J—  i  sinô)  -+-  a^z-^co^iiB  +  \J—  i  sinaQ)  +., 

"""A'     ""^^X 


On  doit  observer  que  l'équation  précédente  équivaut  toujours  à  deux 
équations  réelles.  En  effet,  si  Ton  pose 

(i5)  m{z)=.o{z)  +  ySz)^J'^i, 

0(5)  et  7,(5)  désignant  deux  fonctions  réelles,  on  tirera  de  l'équa- 
tion (14) 

(  cp(5)  1=  «o-i-  a,2  cos5  H-  a^z-  cos2  0  +-..., 

{  -^{z)  =z  «1^  sin9  4-  aj^^  sin2  0  -h. .  . 


(16) 


I  I 


Lorsque  la  série  (3)  est  donnée,  on  peut  quelquefois  en  déduire  la 
valeur  de  la  fonction  u{x)  sous  forme  finie,  et  c'est  là  ce  qu'on  appelle 
sommer  la  série.  Nous  avons  déjà,  dans  le  §  I,  résolu  cette  question 
pour  la  série  (8).  Nous  allons  maintenant  chercher  à  la  résoudre  pour 
les  séries  (9),  (10),  (11);  et,  en  conséquence,  nous  traiterons  l'un 
après  l'autre  les  trois  problèmes  qui  suivent. 

Problème  I.  —  Trouver  la  somme  de  la  série 

(9)     I,     ^:;(cos9+v/^sin0),     ^^^  7 '^ -'(cos^g  4- v/=^  sin^^,     •.•, 

dans  le  cas  oà  l'on  attribue  à  la  variable  z  une  valeur  comprise  entre  les 
limites 

z  ■=::z  —  I ,  j  =^  -f-  I . 


2U  COURS  D'ANALYSE. 

Solution.  —  Soit  C7(p.)  la  somme  cherchée.  En  désignant  par  a'  une 
quantité  réelle  différente  de  \l,  on  trouvera 

(l3)  .  CT(fz)nT(|i.')  =  C7(/^  +  ^'). 

L'équation  précédente,  étant  semblable  à  l'équation  (2)  du  Cha- 
pitre VIII  (§  V),  se  résoudra  de  la  même  manière;  et  l'on  en  conclura 

le  module  r  et  l'angle  t  étant  deux  quantités  constantes  par  rapport 
à  [X,  mais  qui  dépendent  nécessairement  de  z  et  de  §.  On  aura  donc. 
entre  les  limites  s  =  —  i ,  ^  =  -f- 1 , 

(17)     \  '  ^-^ 

(       — /-[^(cosiJii  H- y'— 1  sinjjLi). 

Pour  déterminer  les  valeurs  inconnues  de  r  et  de  /,  on  fera,  dans 
l'équation  (17),  [x  =  i,  et  l'on  en  tirera 

I  -f-  z  cosô  M-  ^sinÔ\/—  I  —  /-cos^  -h  r  sin^y/—  ' 
ou,  ce  qui  revient  au  même, 

z  sinô  =  /•  sirK. 

On  trouvera  par  suite 

i 
r~  (1  +  25  COS0  -\-  Z'Y; 

puis,  en  observant  que  cos/  =  ^  ^  "  ^^^  reste  positif  pour  toute  va- 
leur numérique  de  :;  inférieure  à  l'unité,  et  désignant  par  k  un  nombre 

entier  quelconque, 

z%\nQ      ^     , 
t  —  arc  lang -,  ±  ikn. 

Cela  posé,  si  l'on  fait,  pour  abréger, 
0°)  5  =  arclang 


I  +  5C0S( 
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l'équation  (17)  deviendra 

il  +  -  z{cos9  +  v/—  I  sinô)  +  ^-—^ z^(cos29  -+-  y/—  1  sinaô)  +  ... 
=  (1  +  2zcos9  4-  z-y    {cos^xt-h  \/—  I  sin/jL«) 

{z  =  -i,     z  =  +i), 

la  valeur  de  t  étant  déterminée  par  la  formule 

(20)  t:zzs±:  ikv:, 

dans  laquelle  le  nombre  entier  k  ne  peut  dépendre  que  des  quantités 
setO. 

Remarquons  à  présent  que  le  premier  membre  de  l'équation  (19) 
est,  entre  les  limites  z  =  —  i,  5  =  4-1,  une  fonction  continue  de  z, 
qui  varie  avec  z  par  degrés  insensibles,  quelle  que  soit  la  valeur  de  ix. 
Le  second  membre  de  l'équation  devra  donc  jouir  de  la  même  pro- 
priété, ou,  en  d'autres  termes,  les  quantités 

(l  4-  2ZC0S9  4-  --)*COSjJli, 

(i  4-  2s  cosô  4-  5^)*  sin/jtf 

et,  par  conséquent,  les  suivantes 

cosixt,     sinp.^ 

devront  varier  avec  z  par  degrés  insensibles,  pour  toutes  les  valeurs 
possibles  de  [x.  Or  cette  condition  ne  peut  être  remplie  que  dans  le  cas 
où  t  lui-même  varie  avec  z  par  degrés  insensibles.  En  effet,  si  un 
accroissement  infiniment  petit  de  z  produisait  un  accroissement  fini 
de  t,  de  manière  à  changer  t  en  t  +  a,  a  désignant  une  quantité  finie, 
les  cosinus  et  sinus  des  deux  arcs 

ixt,     ix{t -i- a) 

ne  pourraient  demeurer  sensiblement  égaux,  qu'autant  que  la  valeur 
numérique  du  produit  [xa  serait  à  très  peu  près  un  multiple  de  la  cir- 
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conférence,  ce  qui  ne  peut  être  vrai  que  pour  des  valeurs  particulières 
(lu  coefficient  [f.,  et  non  pas  généralement  pour  des  valeurs  finies  quel- 
conques de  ce  coefficient.  On  doit  donc  conclure  que  l'arc  t  =  s±  ikiz 
est  fonction  continue  de  z;  et,  comme  des  deux  quantités  s,  k,  la  pre- 
mière, déterminée  par  l'équation  (i8),  varie  avec  z  d'une  manière 
continue  entre  les  limites  ^  =  —  i,  s  =  -f-  i,  tandis  que  la  seconde, 
assujettie  à  rester  toujours  entière,  n'admet  que  des  variations  finies 
d'une  ou  de  plusieurs  unités,  il  est  clair  que,  pour  satisfaire  à  la  con- 
dition énoncée,  la  quantité  s  devra  varier  toute  seule,  et  la  quantité  k 
deme,urer  constante.  Cette  dernière  quantité  sera  donc  indépendante 
de  z,  et,  pour  en  connaître  la  valeur  dans  tous  les  cas  possibles,  il  suf- 
fira de  la  chercher  en  supposant  z  =^  o.  Gomme  on  a,  dans  cette  hypo- 
thèse, 5  =  o,  /  =  i  ikiz,  on  tirera  de  l'équation  (19) 

I  r=  cos(2A-|ji7r)  ±:  v' — i  sin  (2  A'/jit:), 

quelle  que  soit  la  valeur  de  jjt-,  et  par  suite 

k  =  o. 

Gela  posé,  la  formule  (20)  donnera  généralement 

t^=:  s, 

et  l'équation  (19)  se  trouvera  réduite  à 

(2.)      '  '  ^  ^  1.2  ^  ^ 

^     -^      j  1 

(       =r  (l  -L-  2^  COSÔ  +  s^)'^     (^co^iis -\-\/—i 's,\n[xs), 

(s  =  —  f  ,        ^  =Z-+-  l). 

De  plus,  si  l'on  a  égard  à  la  formule  (27)  du  Chapitre  Vil  (§  IV),  on 
reconnaîtra  facilement  que  le  second  membre  de  l'équation  (21)  peut 
être  représenté  par  la  notation 

[1  + c(cosô -f- v/— ^sin^)J^. 

On  aura  donc,  en  supposant  toujours  la  valeur  de  z  comprise  entre  les 
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limites  —  i  et  +  i, 

!i  +  -  z(cos9  +  v/—  I  sinô)  +  "—^ z^(cos2  9  ■-+-  J~  i  sin2  9)  -i-... 
I                                                                            1.2 
=  \i-hz{cose-h\/^^sm9)Y 

{z  = —  1,     s  =  +  i). 

En  d'autres  termes,  l'équation  (20)  du  Chapitre  VI  (§  IV),  savoir 

1+  ^.z^+  ^^^"^--'^^  +  ..■=(1  +  ^)1^ 
I  1.2 

subsistera,  non  seulement  si  l'on  attribue  à  la  variable  x  des  valeurs 
réelles  comprises  entre  les  limites  —  i,  h-  i,  mais  encore  si  l'on  fait 

a;  =  z(cos9  -+-  \J —  i  sin9), 

la  valeur  numérique  de  z  étant  inférieure  à  l'unité. 

Corollaire  I.  —  La  formule  (21),  comme  toutes  les  équations  imagi- 
naires, équivaut  à  deux  équations  réelles,  qu'on  obtient  en  égalant  de 
part  et  d'autre  les  parties  réelles  et  les  coefficients  de  y'—  i .  On  trou- 
vera de  cette  manière 


,  V  1 

-\-    -  z  COS  9  -4-  ^— ^ ^  z"^  ces  lB  +...■=:  il -^  -2  z  COS  9  +  3^  )^     ces  U..V, 

I  1.2  ' 

(  \  ' 

-3  sin9  -f-  '—^ -2^  sin25  +  . .  .=  (i  +  23  cos9  +  z'^f    sinus 

I  1.2  ^  ' 

(3=— I,       Z  =  -\-l) 

la  valeur  de  s  étant  toujours  déterminée  par  l'équation  (18). 

Corollaire  IL  —  Si  dans  les  formules  (22)  et  (23)  on  pose  [jl  =  —  i, 
et  (Jne  l'on  y  remplace  z  par  —  z,  on  obtiendra  les  équations  (8)  et 
(io)du§I. 

Corollaire  III.  —  Si  l'on  pose  0  =  -  ou,  ce  qui  revient  au  même, 
cos9=ro,         sinô=:i, 


248  COURS  D'ANALYSE. 

la  valeur  de  s,  donnée  par  la  formule  (i8),  deviendra 

5=rarclang5, 

et  restera  comprise  entre  les  limites  —  t'    h- 7   pour  toute  valeur 

numérique  de  ::  inférieure  à  l'unité.  Dans  la  même  hypothèse,  on 

aura  évidemment 

sins 

coss 

{i -+-2Z  cosQ  +  z^y- ^{sécsy-  — 


(cos^)i^ 


et  l'on  tirera  des  équations  (23),  mais  seulement  pour  les  valeurs  de  s 
comprises  entre  les  limites  dont  il  s'agit, 

(cosu.v  =  cos!^5  —  ^— ^- cosi^-25  sin^s 
1.2 

(24        ',  +  ^lAT '^t^         '^t^ ^cosi^-*5sin*.ç  — ..., 

I  1.2.5.4 

[•  F-        ..    1-  P-iP-  —  0(p^  —  2)  ,. 

sinus  =  *-  cost^-'^sin^—  ^—!- ^-Ç cosi*-*5  sin'.s +  . . . 

\  1  1.2.3 

Par  conséquent,  si  dans  les  formules  (12)  du  Chapitre  YII  (§  II)  on 
remplace  le  nombre  entier  m  par  une  quantité  quelconque  tx,  ces  for- 
mules, qui  avaient  lieu  pour  toutes  les  valeurs  réelles  possibles  de 
l'arc  z,  ne  seront  plus  vraies  généralement  que  pour  des  valeurs 

numériques  de  cet  arc  inférieures  à  y- 

4 

Problème  II.  —  Troiwej^  la  somme  de  la  série 
(10)       I,     -(cos9  4-v/— X  sinô),     -^^(cos2'>  H-y/^  sina^),      ..., 

quelle  que  soit  la  valeur  numérique  de  z. 

Solution.  —  Si  dans  les  équations  (18)  et  (21)  on  remplace  z  par  olz 
et  u.  par  ->  a  désignant  une  quantité  infiniment  petite,  on  trouvera, 
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pour  toutes  les  valeurs  de  y.z  comprises  entre  les  limites  —  i,  -h  i,  ou, 
ce  qui  revient  au  même,  pour  toutes  les  valeurs  de  z  comprises  entre 
les  limites y  -^  -  ■> 


[25] 


I  4-  -(cos5  +  V  —  I  s'inO)  -+-  -—  (cos2^  -l-  t  —  i  sin2  6')  d  —  y.' 

l  1.2^  *  ^^ 

-\ ^— ^  ( cos 3  0  -r-  \  -  - 1  si n 3 9 )  ( I  —  a )  ( I  —  2 y.)  -+- 


1.2.3 


(1  -h  2  5CC  COS 5  -d-  a-c-)-*  (  cos  -  -h  \'-~  i  sin 


I 

—  —  ) 
a 


l'arc  s  étant  déterminé  par  la  formule 

(26) 


cxz  s\nQ 
s  ~  arc  tanff ,;' 


Si  maintenant  on  fait  décroître  indéfiniment  dans  ré({uation  {-23  )  la 
valeur  numérique  de  a,  on  trouvera,  en  passant  aux  limites. 


1  4-  -(cos^  4-^-1  sin  9)  +  ---(cos  2  5  -h  v'—  i  s'u^  0 


<27J 


(cos3S  -H  y—  I  sln3  9)  -}-.  . . 


im 


1.2.3 


i  -h  2/xz  cos  9  +  a- 3-)'*  (  cos  ^ — h  \ —  i 


^•"a)] 


{Z=:z  —  cc,       Zzzz~j-cc). 

H  reste  à  chercher  la  limite  du  produit 

(i  -i-  2y.z  cosO  -h  x-z-Y"^    cos  — !^  V  -^  I  sin  -- 
Va  X 

et,  par  conséquent,  celle  de  chacune  des  quantités 

1 

ç 

{i-^  2XZ  COsO  ^-  yrZ')-^, 

Or,  en  premier  lieu,  si  l'on  fait 

2  a  :;  cos  9 -T- a-^- r:=:  S, 

OEnvres  ilt'  C.  —   S.  H,  t.  I  M. 
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on  en  conclura 

z  cost)  -I 

I  ,_^ 

et,  par  suite, 

lim(i  +  o)^J  —.  e='^°«^. 

De  plus,  la  valeur  de  s  donnée  par  l'équation  (26)  étant  infiniment 
petite,  le  rapport 

s  I 

C0S5 


tang,s        sin^ 
s 


aura  pour  limite  l'unité;  et,  comme  on  tire  de  l'équation  (26) 
\angs 5  sinô 


1  +  as  cosô 
5"         s  ssini 


a       lang5  1  +  (xz  cos( 
on  trouvera,  en  passant  aux  limites. 


iimi  -  1  "_3  sin( 


Gela  posé,  il  est  clair  que  le  second  membre  de  l'équation  (23)  aura 
pour  limite  l'expression  imaginaire 

en  sorte  que  la  formule  (27)  deviendra 

X -I- -  (cos^  4- v/— 1  sinô) -i- -^— (cos2^  +  V^ — 1  sin2(^) +. . . 
(28)       '  '  '-2^ 

(        r=e2'^°«'J[cos(5  sin0)  -h  v^— "î  sin(3  sin9)J 
(:;=:— 00,     5=14-00), 

la  valeur  de  la  variable  réelle  z  étant  complètement  arbitraire,  puis- 
qu'elle peut  être  choisie  11  volonté  entre  les  valeurs  extrêmes  :;  —  —  3c, 

5  =  -h  30. 
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Corollaire  I.  —  Si ,  en  comparant  les  deux  membres  de  l'équa- 
tion (^^28),  on  égale  de  part  et  d'autre  :  i*'  les  parties  réelles;  2"  les 
coefficients  de  y  —  i»  on  obtiendra  les  deux  équations  réelles 


(29) 


I  4-  -  ces 6  -\ — ^  COS26  -H. .  .=:  e^*""^^  cos(^  sinô), 
I  1.2  . 


-  sin  6  +  -^^^  sin  20  +  . . .  —  6-"°^^  sin  (;;  sin0) 
I  1.2 


{z —  —  00,     zzzz^cc). 

Corollaire  IL  —  Si  l'on  suppose  ô  =  -  ou,  ce  qui  revient  au  même, 

cos0=ro,         sinô  =  i,  ; 

les  équations  (29)  deviendront 

I 1 TT-y  —  ■  .  .  =  cosc, 

1.2        1.2.3.4 
(3o) 

i  z  z-' 

(  -    — X     4-...=:sin^ 

\  I  1.2.3 

(-S  =r —  00,       Z-=  +  QC). 

• 

Ces  dernières  subsistant,  aussi  bien  que  les  équations  (29),  pour  des 
valeurs  réelles  quelconques  de  z,  il  en  résulte  que  les  fonctions  sin^r 
et  cù'èz  sont  toujours  développables  en  séries  ordonnées  suivant  les 
puissances  ascendantes  de  la  variable  qu'elles  renferment.  Comme 
cette  proposition  mérite  d'être  remarquée,  je  vais  la  démontrer  ici 
directement. 
La  série 

I,      -,      ,      .  .-, 

1         1.2 

étant  convergente  pour  toutes  les  valeurs  réelles  possibles  de  la 
variable  x,  restera  convergente  (en  vertu  du  théorème  I,  corol- 
laire I)  pour  des  valeurs  imaginaires  quelconques  de  cette  même 
variable.  Si  l'on  multiplie  la  somme  de  cette  série  par  la  somme  de 
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la  série  seinblal)l(' 

,    y    r- 

J         —  ,      ,       •  '  •  y 

I  1.2 

en  ayant  égard  à  la  fois  au  théorème  III  du  §  I  et  à  la  formule  (6)  du 
Chapitre  A'III  (§  IV),  on  trouvera,  pour  toutes  les  valeurs  possibles 
réelles  ou  imaginaires  attribuées  à  x  et  à  y, 

\\  l  1.-2  J\  l  1.2 


l  1.2 


Lorsque,  dans  l'équation  qui  précède,  on  remplace  x  par  .Ty  —  i  et 
y  par  y V  —  i,  on  obtient  la  suivante 

1     \  1  1.2  1.2.5  /     \  I  1.2  1.2.3  / 

__         (x  -h  y)\/—  i        (x+y)- 


dans  laquelle  on  pourra,  si  l'on  veut,  supposer  réelles  les  variables  x 

et  y.  Faisons,  dans  cette  hypothèse, 

« 

,     ,  ccJ —  I         œ-         œ^  \/ —  1 

w  (  .r  )  :-=  1  H -* ^— „-  4- 

1  1.2  1.2.6 

L'équation  (32)  deviendra 

57(.r)  gt(  r)  —  ct(x  +  J-); 

et  l'on  en  conclura  \i'oir  le  Chapitre  Mil,  §  V,  équation  (12 j| 

î»t(.37)  ;--  \^(cosbx  +  V     - 1  sin  bec) 
OU,  ce  qui  revient  au  même, 


(  .r  v/ —  I  ;r^         a;'-' 

1  H ^ — 

'  I  1.2  I 


v'" 


( 33 \  ;  I  1.2  1.2.3  1.2.3.4 

(  rr:  A^(  cos^j" -h  V  —  1  sin />a;) 


(.rr^:— 00,      a.'r=:-f-oo), 
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les  lettres  A  et  b  représentant  deux  constantes  inconnues  dont  la  pre- 
mière est  nécessairement  positive.  On  aura  par  suite 

(34) 


J7- 
I  .  2 

■27* 
1.2.3.4 

.z=z  A*  cosba:, 

œ 

.37^ 

.=  A-^'  sii)  bœ 

I 

"     1.2.3    "^•• 

Pour  déterminer  les  constantes  inconnues  A  et  b,  il  suffira  d'observer  : 
i"  que  les  formules  (34)  doivent  subsister  lorsqu'on  y  change  x  en 
—  X,  et  que,  pour  remplir  cette  condition,  il  faut  nécessairement  sup- 
poser 

.      A^=A-^, 

par  conséquent 

A=:i; 

2°  que,  si,  après  avoir  divisé  par  x  les  deux  membres  de  la  seconde  des 
formules  (34),  on  fait  converger  la  variable  x  vers  la  limite  zéro,  le 
premier  membre  convergera  vers  la  limite  i,  et  le  second  membre, 

savoir 

.     sinba:        .     sinba:: 

A* =  A^  - ,— —  X  b, 

X  bx 

vers  la  limite  b\  d'où  résulte  l'équation 

6  =  1. 

Cela  posé,  les  formules  (33)  et  (34)  deviendront  respectivement 

I  x\l — I  x"^  x"^  \] —  I  x*  ' 

I  -\ — ^ ^—^  -1 -3-7  + . . . 

(^  35  \  ,'  I  1.2  1.2.0         1.2.3.4 

=:  cos.a:  +  v^ —  1  sin.r 

(  ,r  =:  —  00,     o^  =  +  00  )  ; 


(36) 


x'-  X* 

I  — 1 ^—7   ~~  .  .  .z=r  COS.37, 

1  1.2.3.4 


X  X'^ 

—  — + . .  .  =  sm  X 

I  1.2.3 

(J7:rr —  00,       ^  r=  +  oo). 
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Si  dans  les  deux  dernières  on  remplace  la  variable  x  par  la  variable  s, 
on  retrouvera  les  formules  (3o). 

Il  est  essentiel  d'observer  que  l'équation  (35),  lorsqu'on  y  suppose 
X  ~  z  sinô,  fournit  le  développement  de 

cos(:;  sin0) -I- \'— I  sin(^  sin5) 

suivant  les  puissances  ascendantes  de  :;.  Si  l'on  multiplie  ce  dévelop- 
pement par  celui  de 


en  ayant  égard  ii  la  formule  (3 1  ),  qui  subsiste  pour  toutes  les  valeurs 
réelles  et  imaginaires  des  variables  qu'elle  renferme,  on  obtiendra 
précisément  l'équation  (28). 

Problème  III.  —  Trouver  la  somme  de  la  série 

(  "(cos9  +  \'—  I  sinô)  —  "-(cos2Ô  -h  y'— 1  sin2  6), 
(n)  <  „3  _ 

f       +  y(cos3Ô  +  \/^  sinSô)  — ... 

dans  le  cas  où  l'on  attribue  à  la  variable  z  une  valeur  comprise  entre  les 
limites 

Solution.  —  Si  l'on  prend  à  l'ordinaire  la  lettre  /pour  la  caractéris- 
tique des  logarithmes  népériens,  on  aura 


I         1 


(H-2SCOs64-^2)'     =re^ 

et  par  suite  l'équation  (2r)  pourra  être  mise  sous  la  forme 

1  +  ^s(cos6  +  v/^  sinô) -h  ^^V-~^'  ^^(cosçjg  +  y/Z";  sin29) 

~=^  e-  vcos]:/.v  4- y-  I  siii,a5J 

(5=  — I,     ^—+1), 
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la  valeur  de  s  étant  toujours  donnée  par  la  formule  (i8).  Si  dans 
l'équation  précédente  on  développe  les  deux  facteurs  du  second 
membre  en  séries  convergentes  ordonnées  suivant  les  puissances 
ascendantes  de  u.,  puis,  que  l'on  effectue  le  produit  des  deux  déve- 
loppements à  l'aide  de  la  formule  (3i),  on  trouvera 

1+  '~^(cos9  + v'—  I  sinô)  h-  ^  ''^  ~      z^(cos2Q  -i-  U'^'i  sin20)  +. . . 

1  1.2  '^ 

=r  I  +  -  [| /(!  +  2S  C0S9  4- ^2)  +  5V/^J 

+  -p-  [ï  /(l  +  ^^  *  COSÔ  +  z'-)  +S\/-^l\'  -h... 
{z=z  —  i,      Z=-hl). 

Enfin,  si,  après  avoir  retranché  l'unité  de  chaque  membre,  puis  divisé 
les  deux  membres  par  [jl,  on  fait  converger  la  quantité  p.  vers  la  limite 
zéro,  on  obtiendra  l'équation 


.37) 


-  (ces 9  --1-  \/-—  I  sin0)  —  —  (cos2  0  +  y/'—  i  sin2ô)  +  , . 
=  i  l{i  +  25Cos9  +  -2)  +,9 y/-  I 

(^  —  —1,     ^  =  +1). 


Corollaire  /.  —  Si  l'on  égale,  dans  les  deux  membres  de  l'équa- 
tion (37)  :  1°  les  parties  réelles;  2"  les  coefficients  de  \J—  i ,  et  que 
l'on  remette  pour  s  sa  valeur  déterminée  par  la  formule  (18),  on 
obtiendra  les  deux  équations  réelles 


I    -  COS0  —  —  00820  +  "-  C0S3Ô  — .  ..=z\l{l  +  2Z  COS0  +  z^), 

(38)       {'  \ 

-  sm  0 sm  2  9  +  —  sin  3  9  — . . .  =  arc  tans 


1  +  -^COSÔ 

(-— -I,     z  —  +i). 
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Corollaire  II.  —  Si  l'on  suppose  0  —  ^  ou,  ce  qui  revient  au  même, 

cos9  — o,         sin0i=i, 
la.seconde  des  équations  (38)  deviendra 

z^        z' 
(89)  i;  —  "- + -^- — . .  .=rarctang3         (:;--  — i,     s-:  +  i). 

La  série  qui  forme  le  premier  membre  de  cette  dernière  équation 
étant  convergente,  non  seulement  pour  toute  valeur  numérique  de  z 
inférieure  à  l'unité,  mais  aussi  lorsqu'on  suppose  z  =  i  (fWrle  Cha- 
pitre VI,  §  III,  théorème  III),  il  en  résulte  que  l'équation  subsistera 
dans  cette  dernière  hypothèse;  et,  comme  on  a  d'ailleurs 


arctang(i)  = 

V 

on  en  conclura 

{\o) 

I        I 

3       0 

La  formule  (4o)  peut  servir  à  calculer  par  approximation  la  valeur 
de  Tc,  c'est-à-dire  le  rapport  de  la  circonférence  au  diamètre. 

§  m.  —  Notations  employées  pour  représenter  quelques  fondions 
imaginaires  auxquelles  on  est  conduit  par  la  sommation  des  séries 
convergentes.  Propriétés  de  ces  mênies  fonctions. 

Considérons  les  six  notations 

A^,  ?,'\\\x,  cos^, 

Lj',     arcsin^,     arccos.r. 

Si  l'on  attribue  à  la  variable  x  une  valeur  réelle,  ces  six  notations 
représenteront,  comme  l'on  sait,  autant  de  fonctions  réelles  de  x, 
qui,  prises  deux  ii  deux,  seront  inverses  l'une  de  l'autre,  c'esl-à-dire 


PREMIÈRE   PARTIE.  -   CHAPITRE   I\.  267 

données  par  des  opérations  inverses,  pourvu  toutefois  que,  A  dési- 
gnant un  nombre,  L  exprime  la  caractéristique  des  logarithmes  dans 
le  système  dont  la  base  est  A.  Il  reste  à  fixer  le  sens  de  ces  mêmes 
notations,  dans  le  cas  où  la  variable  x  devient  imaginaire.  C'est  ce 
que  nous  ferons  ici,  en  commençant  par  les  trois  premières. 

On  a  prouvé  que,  dans  le  cas  où  la  variable  x  est  supposée  réelle, 
les  trois  fonctions  représentées  par 

A-^,     sinj:",     cos^ 

sont  toujours  développables  en  séries  convergentes  ordonnées  suivant 
les  puissances  ascendantes  et  entières  de  cette  variable.  On  aura,  en 
effet,  dans  cette  hypothèse,  * 

A*       =  H \ -' '-  H-  ■ — ^ — -L  +  .  .  . , 

l  I  1.2  1.2.3 

(i)  <  cos.r  =  I  — 


1.2  1.2.3, 


sin  X  =z + 

1  1.2.3 


A 


la  caractéristique  /  désignant  un  logarithme  népérien.  De  plus,  comme 
(en  vertu  du  théorème  I,  corollaire  1,  §  II)  les  séries  qu'on  vient  de 
rappeler  restent  convergentes  pour  toutes  les  valeurs  réelles  ou  ima- 
ginaires de  la  variable  x,  on  est  convenu  d'étendre  les  équations  (i)  à 
tous  les  cas  possibles,  et  de  les  considérer  comme  pouvant  servir  à 
fixer,  lors  même  que  la  variable  devient  imaginaire,  le  sens  des  trois 

notations 

A-^,     sinx,     cos.r. 

Observons  maintenant  que,  si  dans  la  première  des  équations  (i) 

on  fait 

A  =  e, 

e  désignant  la  base  des  logarithmes  népériens,  on  en  tirera 

(  2  )  e'"  =ri  H 1 h ...  ; 

1  1.2 

OEm-TCi  de  C  —  S.  U  ,  l.  \\\.  33 
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puis,    en    écrivant    successivement,  au   lieu   de  x,  xlk,  xsj — i, 

—  xsl—  I, 


.WA         —  ,+^ ^.  ,_ 


-  -4- -~-  -\ -— o- 

I  1.2  1.2.0 


(3)  '  e-v'-'    =  I  +  l":  y/-  i-- ~-~.  y/--  I  +. . ., 

1                                        I                           1.2           1.2.3'^ 
f  /--r  .27       r ^^  .2:-^  , 

I  1.2  1.2.5*^ 

On  aura  par  suite 

(4)  '  e-^v^-i    =r  cos^  -f-  v'—  I  sin^, 
•              '  g-^v'- '=r  cos.r  —  \J — 1  siiij?, 

la  variable  x  pouvant  toujours  être  ou  réelle,  ou  imaginaire.  De  plus, 
l'équation  (3i)  (§  II)  donnera,  quels  que  soient  x  et  j, 

(  5  )  e-^  er  =  e^+r. 

Gela  posé,  il  deviendra  facile  d'obtenir  sous  forme  finie  les  valeurs  de 
A"^,  sin.r  et  cos^  correspondantes  à  des  valeurs  imaginaires  de  la 
variable  x.  En  effet,  si  l'on  suppose 

(6)  X  ^^  y.  +  &s/—  I  , 

a,  6'  représentant  des  quantités  réelles,  on  conclura  des  deux  pre- 
mières équations  (4)  jointes  à  l'équation  (")) 

(7)  A^=e''A=:e(x+<5»/=i)/A_ga/Ag^/A»^=l_^a(cosS/A  + v-^sin6/A), 
et  des  deux  dernières  équations  (  ^i) 

1  2 

f  sm  o;  = = — - — ; 

puis,  en  remettant  pour  x  sa  valeur  a  +  Çy/^  i ,  et  développant  les 
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seconds  membres, 

j  gê_|_g— ê  g6 Q    ?)  

cosJ7= cosa sinav'— I, 

2  2 

g8_l_g— ^  e^ — e~"'  I ■ 

(9)  'sinj?— : sin  a  H ^ cosav'--i 

,  1  2  2 

1  =  cos  (  --  —  a  —  o  \/-  -  f  ) . 

Ainsi,  dans  l'hypothèse  admise,  les  trois  notations 

désignent  respectivement  les  trois  expressions  imaginaires 

A^(cosê /A  4- v/— 7  sine /a), 

gg  _4_  e-è    _  gg  _„  g-g  . 

sin  a  H cos  y.\  —  i , 

2  2 

gê-l-e-g  e^-"e-^    .         / 

cos  a smav  —  i. 

2  2 

Dans  la  même  hypothèse,  si  l'on  fait 

A  rrz  e, 

l'équation  (7)  fournira  pour  la  notation 

la  valeur  suivante  : 

e^(cos6  +  V  —  I  sine). 

Les  valeurs  des  trois  fonctions 

A'^,     sin^,     cos.r 

se  trouvant  fixées  par  ce  qui  précède,  dans  le  cas  011  la  variable  x 
devient  imaginaire,  nous  avons  encore  à  chercher  quelles  définitions 
on  doit  donner,  dans  le  même  cas,  des  fonctions  inverses 

hx,     arcsino^,     arccoSuC 
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ou  plus  généralement  quel  sens  on  doit  alors  attribuer  aux  notations 

L((.r)),     arc  sin((j;)),     arc  cos((  j:-)). 

Supposons  toujours 

^  =  3c  H- 6 y'— J  ::=  p ( cos 0  +  v/--~î  si n 5 ), 

a,  S  désignant  deux  quantités  réelles  qui  peuvent  être  remplacées  par 
le  module  p  et  l'arc  réel  0.  Toute  expression  imaginaire  u-\-  vsj—  i 
propre  à  vérifier  l'équation 

(lo)  k"^''f--'^=iy.  +  &\'  —  ~\—x 

sera  ce  qu'on  appelle  un  logarithme  imaginaire  de  x  pris  dans  le  sys- 
tème dont  la  base  est  A.  Comme  l'équation  (ro)  fournit,  ainsi  qu'on 
le  verra  ci-après,  plusieurs  valeurs  de  u  -h  <^v'—  i»  dans  le  cas  même 
où  ^  se  réduit  à  zéro,  il  en  résulte  que  toute  expression,  soit  imagi- 
naire, soit  réelle,  a  plusieurs  logarithmes  imaginaires.  Lorsque  l'on 
voudra  désigner  indistinctement  un  quelconque  de  ces  logarithmes 
(parmi  lesquels  on  doit  comprendre  le  logarithme  réel,  s'il  y  en  a), 
on  emploiera  la  caractéristique  L  ou  /  suivie  de  doubles  parenthèses, 
en  ayant  soin  d'énoncer  dans  le  discours  la  base  du  système.  Nous 
choisirons  de  préférence  la  caractéristique  /,  lorsqu'il  s'agira  de  loga- 
rithmes népériens  pris  dans  le  système  dont  la  base  est  e.  En  vertu  de 
ces  conventions,  les  divers  logarithmes  des  quantités  réelles  ou  expres- 
sions imaginaires 

I,     —  I,     a  +  S\/—  1 ,     X 

se  trouveront  respectivement  désignés,  dans  le  système  dont  la  base 
est  A,  par 

L((.)),     L((-i)),     L((a+Sv'-~0).     L((-^)) 

et,  dans  le  système  népérien  dont  la  base  est  e,  par 

/((O),      /((-!)),      /((5:  +  Sv/~i)),      l{{x)). 

Gela  posé,  pour  déterminer  ces  divers  logarithmes,  il  suffira  de  ré- 
soudre les  problèmes  suivants. 
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Problème  I.  —  Trouver  les  diverses  valeurs  réelles  ou  imaginaires  de 

l'expression 

^((O). 

Solution.  —  Soit  u  ^  v  sj  —  i  l'une  de  ces  valeurs,  u,  v  désignant 
deux  quantités  réelles.  On  aura,  d'après  la  définition  même  de  l'ex- 
pression /((i)), 

(  / 1  )  '    e't+'-v'— '  —  I 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

e"  (cos  V  -^'  y/'—  i  sin  c)  —  i . 
On  tirera  de  cette  dernière  équation 

cos('  ^-  y/ —  1  sint'  =ri 

et,  par  suite, 

«  =  o, 

cost'=.i,         sirn^  —  o,         p  =  ±:2/:7r, 

k  représentant  un  nombre  entier  quelconque.  Les  quantités  u  et  v 
étant  ainsi  déterminées,  les  diverses  valeurs  de  // +  v\^  ~'\  propres  à 
vérifier  l'équation  (r  r)  seront  évidemment  comprises  dans  la  formule 

u  4-  (•  y/—  I  izz  ib  3  kn  \J—  1 . 

En  d'autres  termes,  les  diverses  valeurs  de  /((i))  seront  données  par 
l'équation 

(12)  /((i))==±2A-7rv'^. 

Parmi  ces  valeurs  une  seule  est  réelle,  savoir,  celle  qu'on  obtient  en 
posant  X- —  o,  et  qui  se  réduit  elle-même  à  zéro.  C'est  pour  repré- 
senter cette  valeur  réelle  qu'on  emploie  communément  la  notation 
simple 

l{\)     ou     li. 

Quant  aux  valeurs  imaginaires  de  /((i)),  elles  sont  évidemment  en 
nombre  infini. 
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Problème  II.  —  Trouver  les  diverses  valeurs  de  l' expression 

Solution.  —  Soit  u-{-v\;—i  l'une  de  ces  valeurs,  u,  v  désignant 
deux  quantités  réelles.  On  aura,  d'après  la  définition  même  de  l'ex- 
pression /(( —  i)), 

(i3)  e''  +  ^V-^~— i.- 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

•    ^"(008^- +  y'- - 1  sin^')  —  —  I. 
On  tirera  de  cette  dernière  équation 

e"  —  I , 
cos  V  -h  y  —  X  siri  t^  ::=  —  I 

et,  par  suite, 

U  -=-  o, 
008^"==  —  I,         sinr::=o,         (^ -— ±:  (2 /r  4- 1  )7r, 

k  représentant  un  nombre  entier  quelconque.  Les  quantités  u,  v  étant 
ainsi  déterminées,  les  diverses  valeurs  de  u  -^  v\  —  i  propres  à  véri- 
fier l'équation  (i3)  se  trouveront  évidemment  comprises  dans  la  for- 
mule 

u-{-  V  \~i  — ;  :±  (  2  A-  +  I  )  Ti  \  '—  I  . 

En  d'autres  termes,  les  diverses  valeurs  de  /((  —  i))  seront  données  par 
l'équation 

(i4)  /((-i))=:±(2A--M)7rs/=^. 

Par  conséquent  ces  valeurs  seront  toutes  imaginaires  et  en  nombre 
infini. 

Problème  III.  —  Trouver  les  diverses  valeurs  de  l' expression 

/((a  +  6v/=^)). 
Solution..—  Soit  u  -{-vsj  —  i  l'une  de  ces  valeurs.  On  aura,  d'après 
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la  définition  même  de  l'expression  /((a  -+-  ^\j  —  i)}, 

(i5)  g«+fv/-i^  (-C  +  ^\l—  I  =p(cos0-i- v/—  r  sinô) 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

e"(cos('  4-  vA—  I  sine)  ==  p(cos0  H-  y/—  i  sin0), 

p  désignant  le  module  de  a  h-  ^v/— i.  On  tirera  de  l'équation  précé- 
dente 

e«-Tp, 

cosp  -+- V^  ~  I  sinr  =  cosô  -h  \  —  i  sin0 

et,  par  suite, 

u~l{p), 

cos(^=:cos9,         sin(^  =  sin0,         r=r9±:2A-7:, 

k  représentant  un  nombre  entier  quelconque.  Les  quantités  u,  v  étant 
ainsi  déterminées,  les  diverses  valeurs  de  u  +  v\l--\  se  trouveront 
comprises  dans  la  formule 

u  -y  V  \l—  I  z=  /(p )  -+-  9 y'  —  I  it  2  A-TT  si  —- 1  . 

En  d'autres  termes,  les  diverses  valeurs  de 

seront  données  par  l'équation 

11  est  bon  d'observer  que  dans  cette  dernière  équation  la  valeur  de  p 
est  complètement  déterminée  et  égale  à 

tandis  que  l'arc  ô  peut  être  l'un  quelconque  de  ceux  qui  ont  pour 
cosinus  --^=3^,  et  pour  sinus 


\/«-+ê"^  ^  V/^''+ê' 
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Corollaire  I.  —  Si  l'on  fait,  pour  plus  de  commodité, 

g 

(17)  Ç^rarclang-j 

il  sera  facile  d'introduire  dans  la  formule  (iG)  l'arc  'C  au  lieu  de  l'arc  0. 
En  effet,  on  pourra  supposer 

si  a  est  positif,  et 

si  a  est  négatif.  On  trouvera,  dans  la  première  hypothèse, 

(18)  l{{y.  +  g  v'=^))  =  /(p)  +  C  V'-T  -+-  /((!)) 
et,  dans  la  seconde, 

(19)  /((a  +  5v/=^i))  =  /(p)  +  Cv/^^  +  7:  v'=^  -^  /((i)). 
Si  dans  cette  dernière  équation  on  fait,  en  particulier, 

a  +  6y' — iz=:— I,         c'est-à-dire         a=— r,         S  =r  o 

et,  par  suite, 

p  =  i,        C  — o, 

on  obtiendra  la  suivante 

(20)  /((_i))=:7:^/Zr^4_  /((,)). 

Il  en  résulte  qu'on  aura  généralement,  pour  des  valeurs  négatives 
de  a, 

(21)  /((a  4-  6  v/=r,))  ^  /(p)  +  Çy/— ;  +  /((_- 1)). 

Supposons  maintenant  que  dans  les  formules  (18)  et  (21)  on  sub- 
stitue à  la  place  de  p  et  de  ^  leurs  valeurs 

A  g 

(a--^ê2)^     et     arctang-- 
oc 

On  trouvera,  pour  les  diverses  valeurs  de 
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1°  Si  a  est  positif, 

(22)  /((a  +  6v/^))=^/(a'+ê2)+('arctang-jv^^  +  ^((0); 
2"  Si  a  est  négatif, 

(23)  /((a  +  6  v/^)  =  i  /(a^+  ê^)  -h  ("arc  tang  1")  v/-T  +  /((-  i)). 

Corollaire  IL  —  Si,  dans  les  équations  (22)  et  (23),  on  suppose 
Ç  =  o,  elles  donneront  respectivement,  pour  des  valeurs  positives 
de  a, 

(24)  l{{a))  =  /(a)  +  /((!)),=  /(a)  ±  2l<T.s''^i 
et,  pour  des  valeurs  négatives  de  a, 

(25)  /((a))  —  /(-  a)  +  /((—  0)  =  l{—  a)  ±:  (2/x  4-  i)7rv^^^, 

k  devant  toujours  être  un  nombre  entier.  Il  suit  de  ces  dernières  for- 
mules qu'une  quantité  réelle  a  a  une  infinité  de  logarithmes  imagi- 
naires, parmi  lesquels  se  trouve  un  seul  logarithme  réel,  dans  le  cas 
où  a  est  positif.  On  obtient  ce  logarithme  réel,  désigné  par  la  notation 
simple  /(a)  ou  /a,  en  posant,  dans  l'équation  (24),  k  =  o. 

Scolie  I.  —  Parmi  les  diverses  valeurs  de  /((i)),  ainsi  qu'on  Ta  déjà 
remarqué,  il  en  est  une  égale  à. zéro,  que  l'on  indique  par  la  notation 
/(i)  ou  /i,  en  faisant  usage  de  parenthèses  simples,  ou  même  les  sup- 
primant tout  à  fait.  Si  l'on  substitue  cette  valeur  particulière  dans 
l'équation  (22),  on  obtiendra  une  valeur  correspondante  de 

/((a  +  êv/^)), 

que  l'analogie  nous  porte  à  indiquer,  à  l'aide  de  parenthèses  simples, 
par  la  notation 

/(a +  6  y/- 7). 

C'est  ce  que  nous  ferons  désormais.  Par  suite,  on  aura,  en  supposant 
a  positif, 

(26)  /(a  +  êv/^)r=^/(a2  +  82)  +  ('arctang?V"-^- 
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Si,  au  contraire,  a  devient  négatif,  —  a  étant  alors  positif,  on  trou- 


vera 


/(_  a  -  6  v^-  i)  =  ^  ^(=t'  +  S')  4-  (arc  lang  --|  V" 
ou,  ce  qui  revient  au  même, 
(27)  /(_a-êv/~)=  ^/(a^+ê2)  +  Carctang-')v^=7 


En  faisant  usage  des  notations  précédentes,  on  réduira  les  équa- 
tions (22)  et  (23)  à  celles  qui  suivent 

(28)  /((a  +  6^/117))  =.  /(aV  g  v^^)  4-  /((i)), 

(29)  /((«  +  6v/=7))=  ^(-  a  -  S  v'=^)  +  /((-!)), 


la  première  se  rapportant  à  des  valeurs  positives  de  a,  et  la  seconde 
à  des  valeurs  négatives  de  la  même  quantité.  En  d'autres  termes,  sui- 
vant que  la  partie  réelle  d'une  expression  imaginaire  représentée  par 
X  sera  positive  ou  négative,  on  aura 

(30)  /((^))=:  /(a.)  +  /((!)) 

ou  bien 

(31)  /((^))=,/(_^)  +  /((_!))/ 

En  résumant  ce  qu'on  vient  de  dire,  on  voit  que  la  notation 

1{X) 

a  une  signification  précise  déterminée  par  l'équation  (26),  dans  le 
cas  seulement  où  la  partie  réelle  de  l'expression  imaginaire  repré- 
sentée paro^  est  positive,  tandis  que  la  notation 

liix)) 

a,  dans  tous  les  cas  possibles,  une  infinité  de  valeurs  déterminées  par 
l'une  des  équations  (28)  et  (29). 
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Problème  IY.  —  Trouver  les  diverses  valeurs  de  l'expression 

L((a  +  gv^^=r7)), 

la  caractéristique  L  indiquant  un  logarithme  pris  dans  le  système  dont  la 
hase  est  A . 

Solution.  —  Soit  toujours  u  +  vsl—i  l'une  des  valeurs  de  l'expres- 
sion que  l'on  considère.  On  aura,  d'après  la  définition  même  de  cette 
expression, 

(32)  A«+''v/^=ra  + êv^^ 

OU,  ce  qui  revient  au  même, 


l  étant  la  caractéristique  relative  aux  logarithmes  népériens.  On  en 
conclura 

et,  par  suite. 


«  +  p  V  —  I  =~ 


ou,  en  d'autres  termes, 

(33)  L{{a  +  ^^~,))r=^SL^±MEl)l. 


Ik 


Cette  dernière  équation  subsiste  dans  le  cas  même  où  ê  s'évanouit, 
c'est-à-dire  lorsque  l'expression  imaginaire  a  +  gy/^~r  se  réduit  à 
une  quantité  réelle. 

Scolie.  —  Si  l'on  suppose  la  quantité  a  positive,  à  la  valeur  particu- 
lière de  /((a  +  Sy'-  i))  représentée  par  /(a  +  gy^^)  correspondra 
une  valeur  particulière  de  L((a  +  ^sj^^i)),  que  l'analogie  nous  porte 
à  désigner  à  l'aide  de  parenthèses  simples  par  la  notation 
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C.cla  posé,  on  aura,  pour  des  valeurs  positives  de  a, 


arc  tans: 


(34)    L(u  +  6  ^~,)  =  ^-tlvi-i)  =  1  L(a'+  g«)  +  — ^^-^li!  v-7. 

De  plus,  si  dans  l'équation  (33)  on  substitue  pour  /((a  -h  S  y  —  0)  ^'^ 
valeur  tirée  successivement  des  formules  (28)  et  (29),  on  trouvera, 
pour  des  valeurs  positives  de  la  quantité  a, 

(33)  lX(a  +  6v'=^))=^(^i±AvEÎ)  +  'J(lL)=L(.  +  Sv/~)-^ '-({'))■ 
et,  pour  des  valeurs  négatives  de  la  même  quantité, 

(36  '  ^^^  ^^^ 

)  

(  ^L(-a-gv/-0  +  L((-j)). 


En  d'autres  termes,  suivant  que  la  partie  réelle  d'une  expression  ima- 
ginaire représentée  par  x  sera  positive  ou  négative,  on  aura 

(37)  L((.r))  =.  L(^)  +  L((i))  =  L(a;)  ±  ^^"''^^~  ' 

ou  bien 

(  2  A-  4-  1  )  7T  y/—  t 


(38)  L((^))  r_-_  L(_  -c)  ^  L((-  0)  =  h{~x) 


l\ 


k  désignant  un  nombre  entier  quelconque.  On  peut  ajouter  que  des 
deux  formules  précédentes  la  première  subsiste  pour  toutes  les  valeurs 
réelles  positives  x,  et  la  seconde  pour  toutes  les  valeurs  réelles  néga- 
tives de  la  même  variable.- 

Après  avoir  calculé  les  divers  logarithmes  de  l'expression  imagi- 
naire 

xz=z  aL-\-  6  y/—  1 , 

proposons-nous  de  trouver  les  arcs  imaginaires  dont  le  cosinus  est 
égal  à  X.  Si  l'on  désigne  par 

arccos((a;))  =:«-+-  ^^\]—  i 
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l'un  quelconque  de  ces  arcs,  on  aura,  pour  déterminer  u^v\J  —  i, 

l'équation 

cosÇu  -Jr  i>\^ — i)  =  aH-êv'— I 

OU,  ce  qui  revient  au  même,  la  suivante 

(Sg)  ^ ^ —  cos« sinw  y—  i  :=  a  +  ^\J—i , 

laquelle  se  divise  en  deux  autres,  savoir 

gV  ^   g-V  qV Q—V 

(4o)  -cosM  =  a,  sinff:=— ê. 

A  ces  dernières  on  peut  substituer  le  système  équivalent  des  deux 
formules 

a  ê  a  6 

(40  e^— ; — ,  e-^  — 


cosa       sma  cosw        sin« 


De  plus,  si  l'on  élimine  v  entre  les  formules  (4i)»  on  en  tirera  succes- 
sivertient 


62 

=;  I, 


sin*«<  —  (i  —  (£' —  ê^)  sin^t^  —  6^=  o; 

puis,  en  observant  que  sin^w  est  nécessairement  une  quantité  posi- 
tive, 

sin^  a  =  ^ +  y/  (^ ^ j  4-  8^ 

On  aura,  par  suite, 


COS^  H  — —  —  4  / —  «2 


v/F 


v'P 


et,  comme  [en  vertu  de  la  première  des  équa'tions  (4o)]  ^osm  et  a 
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doivent  être  de  même  signe,  on  trouvera,  en  extrayant  les  racines 
carrées, 

(  42  )  cos  u  ■= . 

Cela  posé,  si  l'on  fait,  pour  plus  de  commodité. 


U  =  arc  cos 


(43) 


[^^^Wi^^^y--] 


\cosU       sinUy 


on  conclura  des  équations  (4i)  et  (42) 

(44)  «  =  ±U±2Â:7:,        (^=r±V, 

k  désignant  un  nombre  entier  quelconque,  et  les  deux  lettres  U,  V 
devant  être  affectées  du  même  signe;  en  sorte  qu'on  aura  définitive- 
ment • 

(45)  arccos((^))=:±2A'7rd=(U  + Vy/^^). 


Parmi  les  diverses  valeurs  de  arc  cos((a7))  que  fournit  l'équation  pré- 
cédente, la  plus  simple  est  celle  qu'on  obtient  en  posant  k  =  o  dans  le 
premier  terme  du  second  membre,  et  prenant  l'autre  terme  avec  le 
signe  +.  Nous  la  désignerons  à  l'aide  de  parenthèses  simples,  et  nous 
écrirons  en  conséquence 

arc  cos  (^)  =  U  +  Vy/—  i 
ou  même,  en  supprimant  tout  à  fait  les  parenthèses, 

(46)  arc  cos^  =  U  +  V  \/—  i . 

Dans  le  cas  particulier  où,  6  étant  nul,  la  quantité  a  reste  comprise 
entre  les  limites  —  i,  +t,  la  formule  (46)  se  réduit,  comme  on 
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devait  s'y  attendre,  à  l'équation  identique 


arc  cosa  =  arccosa. 


D'autre  part,  si  l'on  observe  que  ±ik-  représente  un  quelconque 
des  arcs  qui  ont  l'unité  pour  cosinus,  on  reconnaîtra  que  l'équa- 
tion (45)  peut  être  mise  sous  la  forme 

(47)  arc  cos((.r))  =rifc  arc  cosjp  +  arc  cos((i)). 

11  est  encore  essentiel  de  remarquer  que,  dans  le  cas  où  l'on  suppose 
g  z=  o  et  la  valeur  numérique  de  a  supérieure  à  l'unité,  l'expression 

arc  cosa 

obtient  toujours  une  valeur  imaginaire.  Cette  valeur  sera  donnée  par 
l'équation 

(48)  arccosa=: /(a)  V^— I 
si  a  est  positif,  et  par  la  suivante 

(49)  arc  ces  oc  ==714-  /(—  a)  y/—  '  =  [^(—  a)  —  tiv^— ^]  V^^^ 

si  a  devient  négatif. 

Considérons  maintenant  les  arcs  imaginaires  dont  le    sinus   est 

j7  =  a  -h  êy/—  I .  Si  l'on  désigne  un  quelconque  de  ces  arcs  par 

arc  sin((^))  r=  «  h-  v\]  —  \  , 
on  trouvera,  en  ayant  égard  à  la  seconde  des  équations  (9), 

X  =  sin(«  -h  «'  v''—  ' )  =  cos[ II  —  v^—  I  y 

et  l'on  en  conclura 

(50)  arcsin((^))  rr  «  +  ('^— I  =r arc  ces ((,37)). 


2 


Si,  dans  la  formule  précédente,  on  substitue  les  diverses  valeurs  de 
arccos((a^)),  dont  l'une  a  été  désignée  par  la  notation  arccos(a?)  ou 
arccos^,  on  obtiendra  les  diverses  valeurs  de  arcsin((^)),  dont  l'une 
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sera  désignée  par  la  notation  arcsin(ii7)  ou  arcsina:-,  et  déterminée 
par  l'équation 

(5i)  arcsinjcr=- — arccoso^. 

A  l'aide  des  principes  que  nous  venons  d'établir,  il  est  aisé  de 
reconnaître  les  propriétés  les  plus  essentielles  dont  jouissent  les  fonc- 
tions de  la  variable  imaginaire  x  représentées  par  les  notations 

k^,  coso",  sin^, 

\uX,     arccosx,     arcsin^. 

Pour  obtenir  ces  propriétés,  il  sulfît  d'étendre  les  formules  que  ces 
fonctions  vérifient  dans  le  cas  où  la  variable  x  est  réelle,  au  cas  où  la 
variable  devient  imaginaire.  Cette  extension  s'effectue  d'ordinaire 
sans  difficulté  pour  chacune  des  trois  fonctions 

A^,     cos^,     sinjc. 

Ainsi,  par  exemple,  A,  B,  C,  ...  désignant  plusieurs  nombres,  on 
prouvera  facilement  que  les  équations 

i  A^xV^A^  .  .=;  A^-^^"+=+---, 
j  A^B-^C/...=  (ABC...)^, 


(52) 


(  cos(^  H- j)  =  cosj:' cosj  —  siii^  siny, 
(   siii(^  -\-  y)-=z.  sin^  cos}'  +  siiiy  cosx 

subsistent  également  pour  des  valeurs  réelles  et  pour  des  valeurs  ima- 
ginaires quelconques  des  variables  x,  y^  z, Mais,  si  l'on  considère 

des  formules  dans  lesquelles  entrent  les  fonctions  inverses 

La-,     arc  cos ^,     arcsin^, 

on  trouvera  le  plus  souvent  que  ces  formules,  étendues  au  cas  où  les 
variables  deviennent  imaginaires,  ne  subsistent  plus  qu'avec  des  res- 
trictions considérables,  et  pour  certaines  valeurs  des  variables  dont  il 
s'agit.  Par  exemple,  si  l'on  fait 
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et,  si  l'on  désigne  par  [x  une  quantité  réelle  quelconque,  on  recon- 
naîtra que  la  formule 

(54)  L{x)  -\-L{y)  -}-L{z)  +. .  .=  L{a:yz. . .) 

subsiste  seulement  dans  le  cas  où,  a,  a',  a",  ...   étant  positifs,   la 

somme 

6  6'  g" 

arc  tang  — \-  arc  tang  —,  +  arc  tang  — r.  + . . . 

a  "a  a 

reste  comprise  entre  les  limites ,  +  -;  et  la  formule 

(55)  L{x\>-)  =  iJ.L{x), 

dans  le  cas  où,  a  étant  positif,  le  produit 

ê 

u.  arc  tang  - 

oc 

reste  compris  entre  les  mêmes  limites. 
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CHAPITRE  X. 

SUR  LES  RACINES  RÉELLES  OD  IMAGINAIRES  DES  ÉQUATIONS  ALGÉBRIQUES  DONT  LE  PREMIER 
MEMBRE  EST  UNE  FONCTION  RATIONNELLE  ET  ENTIÈRE  d'uNE  SEULE  VARIABLE.  RÉSOLUTION 
DE  QUELQUES  ÉQUATIONS  DE  CETTE  ESPÈCE  PAR  l'aLGÈBRE  OU  LA  TRIGONOMÉTRIE. 


§  I.  —  0/i  peut  satisfaire  à  toute  équation  dont  le  premier  membre  est 
une  fonction  rationnelle  et  entière  de  la  variable  x  par  des  valeurs 
réelles  ou  imaginaires  de  cette  variable.  Décomposition  des  polynômes 
en  facteurs  du  premier  et  du  second  degré.  Représentation  géomé- 
trique des  facteurs  réels  du  second  degré. 

« 

Considérons  une  équation  algébrique  dont  le  premier  membre  soit 
u?5e  fonction  rationnelle  et  entière  de  la  variable  x.  Si  n  représente  le 
degré  de  cette  équation,  elle  pourra  se  mettre  sous  la  forme 

( I )  ao ^"  H-  «1  x"'-'^  H-  «2 x^~'^ 4- . .  .  +  an-\ X  -Jr  an=o, 

a„,  a,,  «2»  •  •  •»  ^«-1»  <^rt  étant  des  coefïîcients  constants  réels  ou  imagi- 
naires. On  appelle  racine  de  cette  même  équation  toute  expression 
réelle  ou  imaginaire  qui,  substituée  à  la  place  de  l'inconnue  x,  rend  le 
premier  membre  égal  à  zéro.  Supposons  d'abord,  pour  fixer  les  idées, 
que  les  constantes  Uq,  a^,  a^,  ...,  a„  se  réduisent  à  des  quantités 
réelles.  Alors,  si  deux  valeurs  réelles  de  x  substituées  dans  le  premier 
membre  de  l'équation  (i)  fournissent  deux  résultats  entre  lesquels 
zéro  se  trouve  compris,  c'est-à-dire  deux  résultats  de  signes  contraires, 
on  conclura  du  Chapitre  II  (§  II,  théorème  IV)  que  l'équation  (i) 
admet  une  ou  plusieurs  racines  réelles  comprises  entre  ces  valeurs.  II 
en  résulte  que  toute  équation  de  degré  impair  aura  au  moins  une 
racine  réelle.  En  effet,  si  n  est  un  nombre  impair,  le  premier  membre 
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de  l'équation  (i)  changera  de  signe,  avec  son  premier  terme  aç^c(f\ 
toutes  les  fois  qu'en  attribuant  à  la  variable  x  des  valeurs  numériques 
très  considérables  on  fera  passer  cette  variable  du  positif  au  négatif 
(voirie  théorème  VIII  du  Chapitre  II,  §  I). 

Lorsque  n  devient  un  nombre  pair,  la  quantité  x"-  demeurant  posi- 
tive tant  que  la  variable  x  est  réelle,  le  premier  membre  de  l'équa- 
tion (i)  finit  par  être,  pour  de  très  grandes  valeurs  numériques  de  x, 
constamment  de  même  signe  que  a^.  Si,  dans  la  même  hypothèse,  «„ 
et  <2y  sont  de  signes  contraires,  le  premier  membre  changera  évidem- 
ment de  signe,  lorsqu'on  passera  d'une  très  grande  valeur  numérique 
de  X  à  une  très  petite,  en  laissant  la  variable  toujours  positive  ou  tou- 
jours négative.  L'équation  (i)  aura  donc  alors  deux  racines  réelles  : 
l'une  positive  et  l'autre  négative. 

Lorsque,  n  étant  un  nombre  pair,  a^  et  «„  sont  de  même  signe,  il 
peut  arriver  que  le  premier  membre  de  l'équation  (i)  reste,  pour 
toutes  les  valeurs  réelles  de  x,  de  même  signe  que  a^^,  sans  jamais 
s'évanouir.  C'est  ce  qui  a  lieu,  par  exemple,  pour  chacune  des  équa- 
tions binômes 

Dans  un  cas  semblable,  l'équation  (i)  n'aura  plus  de  racines  réelles; 
mais  on  y  satisfera  en  prenant  pour  x  une  expression  imaginaire 

M,  V  désignant  deux  quantités  réelles  et  finies.  Cette  proposition  et 
celles  que  nous  venons  d'établir  se  trouvent  renfermées  dans  le  théo- 
rème suivant  : 

Théorème  1.  —  Quelles  que  soient  les  t)aleurs  réelles  ou  les  valeurs  ima- 
ginaires des  constantes  a^,  a^,  . . .,  ««_,,  a^,  l'équation 

(i)  a^x'^  -V-  aiX"-^  +  .  .  .+  a„_ia;  +  «,j=^  o, 

dans  laquelle  n  désigne  un  nombre  entier  égal  ou  supérieur  à  l'unité,  a 
toujours  des  racines  réelles  ou  imaginaires. 
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Démonstration.  —  Désignons,  pour  abréger,  par  f{jc)  le  premier 
membre  de  l'équation  (i)  :  f{x)  sera  une  fonction  réelle  ou  imagi- 
naire, mais  toujours  entière,  de  la  variable  x\  et,  puisque  toute  ex- 
pression réelle  u  se  trouve  comprise  comme  cas  particulier  dans  une 
expression  imaginaire  w  +  ^  y^—  i ,  il  sufïira,  pour  établir  le  théorème 
énoncé,  de  démontrer  généralement  qu'on  peut  satisfaire  à  l'équation 

(I)  /(^)=o, 

en  prenant 

puis  attribuant  aux  nouvelles  variables  u  ei  v  des  valeurs  réelles.  Or, 
si  l'on  substitue  la  valeur  précédente  de  x  dans  la  ïonci\on  f{x),  le 
résultat  sera  de  la  forme 

cp(w,  t^),  y^(u,ç)  désignant  deux  fonctions  réelles  et  entières  des  va- 
riables u  et  ç.  Gela  posé,  l'équation  (i)  deviendra 

9(«,  v)-]-\/—i  x(«»  ^)  =  o; 
et,  pour  y  satisfaire,  il  suffira  de  vérifier  les  deux  équations  réelles 

[   cp(«,  i')  =  o, 

OU,  ce  qui  revient  au  même,  l'équation  unique 

(3)  [9(«,P)P+[X(«,C.)]^:ZZ0. 

Donc,  si  l'on  pose,  pour  plus  de  commodité, 

(4)  F(«,t^)  =  [9(«,r)]^-;-[x(«,  ^')]^ 

il  restera  seulement  à  montrer  que  l'on  peut  obtenir  des  valeurs  réelles 
de  u  et  de  p  propres  à  faire  évanouir  la  fonction 

On  y  parviendra  sans  peine  à  l'aide  des  considérations  suivantes. 


PREMIÈRE  PARTIE.  -  CHAPITRE  X.  277 

D'abord,  pour  déterminer  la  valeur  générale  de  la  fonction  F(«,  ç), 
on  représentera  chacune  des  constantes  réelles  ou  imaginaires  a^, 
af,  ...,«„_,,  a,t,  ainsi  que  la  variable  imaginaire  u-h^yj—i,  par  le 
produit  d'un  module  et  d'une  expression  réduite;  et  l'on  écrira,  en 

conséquence,  

«0     =-.po     (cos^o     -i-\/—i  sinOo     ), 

ai     =pi      (cosôi     4-  \/—  I  sin0i     ), 

(5)  [ 
;„_!=:  P;j_i(cos9„_i+v/—i  sin5„_,), 

(6)  u  +  f  v/—  I  =  r(cost-\~  \/—i  s'mt). 
On  aura,  par  suite, 

=     por"[cos(n«+  9o)  +  V'—  i  sin(«^  +  Oq)] 
il)    {  4-  pi  r"-*  [cos(  /i  —  I .  ^  +  9,  )  4-  v^^^  àin(n  —  i.t-{-9i)] 

+  p„_i/-[cos(^+  9„_i)4-  v/— ï  sin(^  +  9„_,)] 
4-  p„(cos9„4-  v^'^sinÔ^); 

et  l'on  en  déduira 


(8) 


(9) 


(f){u,ç)  =  po/-"COS(«f  +  ^o)  +  Pi''""^  COs(/l  —  I  .f  4-  9i)  4-.  ..  . 
.  ..4-  p„_i/-C0S(^4-  9„_i)4-p„COs9„, 

5^(a,  (;)  z=  po^"  sin(/ii  4-  9o)  4-  pi /"'*""'  sin(/i  —  i  .i  4-  9i)  4-.  . . 
...  4-  p«_i  r  sin  (  i  -4  9„_i  )  +  p„  sin  6„, 

F(m,  ^')  =:        [por"COS(/i^-|-  0o)  +  pi /■''"*  COs(/i  —  I  .^  4-  9i)  4-.  .  . 

. .  .-hp„_ircos(i4-  9„_i)  +  p„COS0„]^ 

4-  [po^'*  sin(/i^-i-  ^o)  -i-  Pi'''*"'  sin(/i  —  I  .i  4-  9i)  4-.  . . 
..  .-4  p„_ir  sin(f  4-0„-i)4-pn  sin9„P 

^  r^n  [pî  +  2popiCOS(f  4-00-9.) 

p^  4-  2  po  pa  CCS  (2^4-  00  —  ^2  ) 


■]• 
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Il  résulte  de  cette  dernière  formule  que  la  fonction  F(m,p),  tou- 
jours évidemment  positive,  est  le  produit  de  deux  facteurs,  dont  l'un, 
savoir 

croîtra  indéfiniment  si  l'on  attribue  aux  variables  u,  v,  ou  à  l'une 
d'elles  seulement,  des  valeurs  numériques  de  plus  en  plus  grandes, 
tandis  que  l'autre  facteur  convergera  dans  la  même  hypothèse  vers  la 
limite  p^,  c'est-à-dire  vers  une  limite  finie  différente  de  zéro.  On  en 
conclura  que  la  fonction  F(w,  v)  ne  peut  conserver  une  valeur  finie 
qu'autant  que  les  deux  quantités  u,  v  reçoivent  elles-mêmes  des  va- 
leurs de  cette  espèce,  et  devient  infiniment  grande  dès  que  l'une  des 
deux  quantités  croît  indéfiniment.  De  plus,  comme  l'équation  (4) 
donne  pour  F(m,  v)  une  fonction  entière,  et  par  conséquent  une  fonc- 
tion continue  des  variables  u  et  v,  il  est  clair  que  F(m,  v),  variant  avec 
elles  par  degrés  insensibles,  et  ne  pouvant  s'abaisser  au-dessous  de 
zéro,  atteindra  une  ou  plusieurs  fois  une  certaine  limite  inférieure 
qu'elle  ne  dépassera  jamais.  Représentons  par  A  cette  limite,  et  par 
«0»  ^'o  un  des  systèmes  de  valeurs  finies  de  u  et  de  r,  pour  lesquels 
F(m,  v)  se  réduit  à  A,  en  sorte  qu'on  ait  identiquement 

(lo)  Y{uo,v^)~k. 

La  différence  F(«,  v)  —  F(mu,  ('„)  ne  s'abaissera  jamais  au-dessous  de 
zéro;  par  conséquent,  si  l'on  fait 

(il)  u=iUf)-{-och,         ç=  Vo-+-  (xk, 

a  désignant  une  quantité  infiniment  petite,  et  h,  k  deux  quantités 
finies,  l'expression 

¥{uo-i- oc/i,  Vo+ xk) —  F{uo,i^o) 

ne  sera  jamais  négative.  En  partant  de  ce  principe,  il  sera  facile  de 
déterminer  la  valeur  de  la  constante  A,  ainsi  qu'on  va  le  faire  voir. 

Si  dans  l'expression  imaginaire  /{u  -+-  v\J—  i)  on  substitue  pour  // 
et  ^  leurs  valeurs  données  par  les  formules  (ir),  cette  expression, 
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devenant  alors  une  fonction  imaginaire  et  entière  du  produit 

<x(^h-\-k\J — i), 

pourra  être  développée  suivant  les  puissances  entières  et  ascendantes 
de  ce  même  produit.  En  désignant  par 

R  (cosT  +v/^^sinT  ), 

Ri  (cosTi  +  \J—  \  sinTi  ), 

> 

R„(cosT„+v/^^sinT„) 

les  coefficients  imaginaires  de  ces  puissances  dont  quelques-uns  peu- 
vent se  réduire  à  zéro,  et  faisant,  pour  plus  de  commodité, 

(12)  /^  +  A-\/— 1  =  p(cos0  4- v^— I  sin0), 

on  obtiendra  l'équation 

i/[woH-  ^>o^—  !-+-«(/«  +  A-y/'—  i)j 
=  R(cosT-i-v/-TsinT) 
1  +aR,p[cos(T, +  0)  + vA=^sin(Ti  +  0)]+... 

\  . . .+  a''R„p"[cos(T„  +  nQ)-^\/'^  sin(T„  +  nQ)\, 


(i3) 


dans  laquelle  les  termes  du  second  membre,  et  par  conséquent  les 

modules 

R,    Ri,     ...,    R„, 

ne  sauraient  s'évanouir  tous  en  même  temps.  Comme  on  aura  d'ailleurs 

(14) 

(       —  cp(i<o+ «/«,  ('0+ a^) -t- V^""  ^  X("o+ «ît^j  ^^0+ a^)» 

on  conclura  de  l'équation  (i3) 

9(mo+  a/<,  t'o-T-  01.  k) 

=  RcosT-r-aR,pcos(T,  +  9)+..  .  + a«R„p"  cos(T„  +  «9), 
(i5) 

—  R  sinT+aR,p  sin(T, -+-  9) +. . .+ a«R„p»  sin(T„4-«0), 
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et,  par  suite, 

/  F(mo+  a>'^  <'o-H  <^k) 
(i6)     !       =      [RcosT  +  aRipcos(T, +  0) +..  .  +  a'^R„p'»cos(T„  +  «9)]* 
(  -4-[R  sinT  +  aR,p  sin(T,  +  9) +.  .  . -h  a'^R„p"  sin(T„+  «0)]^ 

Si  dans  cette  dernière  formule  on  pose  a  =  o,  on  en  tirera 

F(i/o,<^o)  =  R^ 
i 

Donc  R^  =  A,  R  =  A" .  Si  maintenant  on  développe  le  second  membre 
de  l'équation  (i6)  suivant  les  puissances  descendantes  de  R,  et  que 

l'on  y  remplace  ensuite  R  par  A^ ,  cette  équation  deviendra 

/  F(«o-r- a^,  ^^0+ 2«A) 

(,^)     I       =  A  -t-  2  A^ap[Ri  cos(ï,  -  T  +  5)  +. .  .  +  a"-'p«-iR„  cos(ï„  -  T  -+-  «0)] 
^-  ofT-f-  j       [R,  cos(T,  +  5)  +. . .  4-  a"-»p''-»R„  cos(T„  +  ne)Y 
+  [R,  sin(Ti  +  9)  +.  . .+  a'^-ip'^-iR,,  sin(T„  +  nQ)f\; 

et,  si  l'on  fait  passer  dans  le  premier  membre  la  quantité  A  =  F(wo,  ^o)» 
on  trouvera  définitivement 

F(«o+ a^»  *'o+ a^')  —  F(«o,  <'o) 

(jg)   ]       r=2A^ap[R,  cos(T,  — T  +  ô)+...+  3(»-ip"-'R„cos(T„-T  +  nÔ)] 
+  a2p2j       [RjCOs(T, +  9)+...-i-a'^-»p«-'R„cos(T„4-«0)]* 
+  [R,  sin(Ti  -^  9)  +. . .+  a'^-V'^-'R/t  sin(T„  +  nQ)Y\. 

Cela  posé,  puisque  la  différence 

F(«/o-l-  a^»  <'o+  a^)  —  F('^o>  «'o) 

ne  doit  jamais  s'abaisser  au-dessous  de  la  limite  zéro,  il  faudra  de 
toute  nécessité  que,  pour  de  très  petites  valeurs  numériques  de  a,  le 
second  membre  de  l'équation  précédente,  et  par  suite  le  premier 
terme  de  ce  second  membre,  c'est-à-dire  le  terme  qui  renferme  la  plus 
petite  puissance  de  a,  ne  puisse  devenir  négatif.  Or,  en  désignant  par 
R„,  la  première  des  quantités 

R,,     Rj,     . . .,     R„ 
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qui  obtient  une  valeur  différente  de  zéro,  on  trouvera,  pour  le  terme 

dont  il  s'agit, 

1 

2A'  a'"p'"R,„  cos(T,„  —  T  +  /«0), 

si  A  n'est  pas  nul,  et 

a^"'p2"'Rf„ 

dans  l'hypothèse  contraire.  De  plus,  comme,  la  valeur  de  l'arc  6  étant 
tout  à  fait  indéterminée,  on  peut  en  disposer  de  manière  à  donner  au 

facteur 

cos(T,„  — T  +  m9), 

et  par  conséquent  au  produit 

2A2'a'"p"'R,„  cos(T„,  —  T  +  mô), 

tel  signe  que  l'on  voudra,  il  est  clair  que  la  seconde  hypothèse  reste 
seule  admissible.  On  aura  donc  nécessairement 

(ig)  Ai=o, 

ce  qui  réduira  l'équation  (lo)  à 

(20)  F(«o,  ^o)  =  o. 

Il  en  résulte  que  la  fonction  F(w,  ç)  s'évanouira  si  l'on  attribue  aux 
variables  m,  v  les  valeurs  réelles  m,,»  ^oî  et,  par  suite,  que  l'on  vérifiera 
l'équation 

(0  /(^)==o 

en  prenant 

En  d'autres  termes,  «0+  ^'os/—  i  î^era  une  racine  de  l'équation 

La  démonstration  précédente  du  théorème  1,  quoique  différente  en 
plusieurs  points  de  celle  qu'en  a  donnée  M.  Legendre  (Théorie  des 
Nombres,  P^  Partie,  §  XIV),  est  fondée  sur  les  mêmes  principes. 

OEui>resdeC.  —  S.U,l.in.  36 
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Corollaire.       Le  polynôme 

s'évanouissant,  ainsi  qu'on  vient  de  le  dire,  pour 

sera,  en  vertu  du  théorème  I  (Chapitre  VIII,  §  IV),  algébriquement 
divisible  par  le  facteur  

^  —  «0  —  <'o  s/—  »  • 

Le  quotient,  ne  pouvant  être  qu'un  nouveau  polynôme  du  degré  n  —  i 
par  rapport  à  x,  sera  encore  nécessairement  divisible  par  un  nouveau 
facteur  de  même  forme  que  le  précédent,  c'est-à-dire  du  premier 
degré  par  rapport  à  x.  Désignons  par 

X  —  Mj  —  (^1  \J —  I 

ce  nouveau  facteur.  Le  polynôme /(.r)  sera  équivalent  au  produit  des 

deux  facteurs 

X  —  «0  —  <'o  V'—  '  »     X  —  iii—  t'i  v'—  I 

par  un  troisième  polynôme  du  degré  n  —  2.  On  prouvera  que  ce  troi- 
sième polynôme  est  divisible  par  un  troisième  facteur  semblable  aux 
deux  autres;  et,  en  continuant  à  opérer  de  la  même  manière,  on  finira 
par  obtenir  n  facteurs  linéaires  du  polynôme /(a;).  Soient  respective- 
ment 

ces  mêmes  facteurs.  En  divisant  le  polynôme /(a?)  par  leur  produit, 
on  trouvera  pour  quotient  une  constante  évidemment  égale  au  coeffi- 
cient «„  de  la  plus  haute  puissance  de  x  dans  f{x).  On  aura,  en  con- 
séquence, 

(9.1)      f{x)~aQ(x—  «0—  <'oV—  0  (-^—  «1—  t'i  v'--^)  .  .  •  (^—  «H-i  —  «^«-1  v'--"')- 

Cette  dernière  équation  renferme  un  théorème  que  l'on  peut  énoncer 
ainsi  qu'il  suit  : 
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Théorème  II.  —  Quelles  que  soient  les  valeurs  réelles  ou  imaginaires  des 
constantes  a^,  a,,  . . .,  a„_^,  a,^,  le  polynôme 

sera  équivalent  au  produit  de  la  constante  a^^  par  n  facteurs  linéaires  de 
la  forme 

X  —  OL  —  ê  \j —  I  . 

Déterminer  les  facteurs  dont  il  est  ici  question,  c'est  ce  qu'on 
appelle  décomposer  le  polynôme  /(^)  en  ses  facteurs  linéaires.  Il  n'y 
a  qu'une  seule  manière  d'effectuer  cette  décomposition.  Pour  le  dé- 
montrer, supposons  que  deux  méthodes  différentes  aient  fourni  les 
deux  équations 

('î-'O    j  ,  , ^ 


On  en  tirera 


(23) 


(■37  —  «0—  Cov'  - OC-^  —  «1  —  <'i v^— O-  •  •(■3?  —  «„  -1—  *'/(  i\''—  0' 


Le  dernier  membre  de  la  formule  précédente  s'évanouissant  lorsqu'on 
attribue  à  la  variable  x  la  valeur  particulière  w,  -f-  r„  \!  —  i,  il  faudra 
de  toute  nécessité  que,  pour  cette  même  valeur  de  x,  le  premier 
membre,  et  par  conséquent  l'un  de  ses  facteurs  (voirXii  Chapitre  VII, 
§  II,  théorème  VII,  corollaire  II  j,  se  réduise  à  zéro.  Soit 


X  —  a, 

j  —  So  ( 

/-I 

le 

facteiir  dont 

il 

s'agi 

it.  On  aura 

ofo  4-  êo  v'  — 

ident 

I      .=    Uq 

iquement 

et 

,  par  suite, 

X  — 

^0  —  êo  \  '  —  1 

\--^  X  ' 

-Mo  —  <^o  V^ 

I . 
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Cola  posé,  la  formule  (23)  pourra  être  remplacée  par  la  suivante  : 

(  ^  —  a,  —  o,  v'—  i).  .  .(x  —  a„_,  —  g„_,  y/—  i) 
=  (x  —  Ui—Vi\/—  i).  .  .(•3?—  "«-1—  <^„_,  v/—  0- 

Le  second  membre  de  celle-ci  s'évanouissant  lorsqu'on  suppose 

l'un  des  facteurs  du  premier  membre,  par  exemple, 

X  —  a,  —  S,  y'—  I , 

devra  s'évanouir  dans  la  même  hypothèse,  ce  qui  entraînera  deux 
nouvelles  équations  identiques  de  la  forme 

a,  4-  ê,  \/—  I  m  <f  j  -+-  v^,  y/—  I , 
a;  —  a,  —  S,  y/' —  i  =  ^  —  «j  —  (^,  y/ —  i  . 

En  répétant  plusieurs  fois  le  même  raisonnement,  on  prouvera  que  les 
différents  facteurs  linéaires  dont  se  composent  les  seconds  membres 
des  équations  (22)  sont  absolument  les  mêmes  dans  l'une  et  l'autre 
équation.  Il  est  essentiel  d'ajouter  que  chaque  facteur  imaginaire  de 
la  forme 

J7  —  a  —  6  y/—  I 

se  change  en  un  facteur  réel  x  —  oc,  toutes  les  fois  que  la  quantité  € 
se  réduit  à  zéro. 

Le  premier  membre  de  l'équation  (i),  étant,  d'après  ce  qu'on  vient 
de  dire,  déqomposable  d'une  seule  manière  en  facteurs  linéaires,  ne 
peut  s'évanouir  qu'avec  l'un  de  ces  facteurs.  Si  donc  on  les  égale  suc- 
cessivement à  zéro,  on  obtiendra  toutes  les  valeurs  possibles  de  x 
propres  à  vérifier  l'équation  (i),  c'est-à-dire  toutes  les  racines  de 
cette  équation.  Le  nombre  de  ces  racines,  comme  celui  des  facteurs 
linéaires,  sera  égal  à  n.  De  plus,  à  chaque  facteur  réel  de  la  forme 
J7  —  a  correspondra  une  racine  réelle  a,  et  à  chaque  facteur  imagi- 
naire de  la  forme 

jc  —  a  —  ê  y' —  1 
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une  racine  imaginaire 

a  +  Sv^—  X . 

Ces  remarques  suffisent  pour  établir  la  proposition  suivante  : 

Théorème  III.  —  Quelles  que  soient  les  l'aleurs  réelles  ou  les  valeurs  ima- 
ginaires des  constantes  a^,  a^,  . . . ,  «„_, ,  ««,  l  équation 

a  toujours  n  racines  réelles  ou  imaginaires,  et  n'en  saurait  avoir  un  plus 
grand  nombre. 

Il  peut  arriver  que  plusieurs  des  racines  de  l'équation  (i)  soient 
égales  entre  elles.  Dans  ce  cas,  le  nombre  des  valeurs  différentes  de 
la  variable  propres  à  vérifier  cette  même  équation  devient  nécessaire- 
ment inférieur  à  n.  Ainsi,  par  exemple,  l'équation  du  second  degré 

x'^  —  rtax  -\-  a-=  o 

ayant  ses  deux  racines  égales,  on  ne  pourra  y  satisfaire  que  par  une 
seule  valeur  de  x,  savoir 

X  ^=.  a. 

Lorsque  les  constantes  ««»  ^i  »  •  •  •  »  (^n-\  •>  ^n  ''Ont  toutes  réelles,  l'ex- 
pression imaginaire 

a  +  ê  \^—  I 

ne  peut  évidemment  être  une  racine  de  l'équation  (i),  sans  que  l'ex- 
pression conjuguée 


a  —  b  v —  I 


soit  une  autre  racine  de  la  même  équation.  Par  conséquent,  dans  cette 
hypothèse,  les  facteurs  imaginaires  et  linéaires  du  polynôme  qui  forme 
le  premier  membre  de  l'équation  (i)  sont  deux  à  deux  conjugués  et 

de  la  forme 

X  —  a  —  6  \/—  i ,     .r  —  a  +  y/ —  i . 

Le  produit  de  deux  semblables  facteurs  étant  un  polynôme  réel  du 
second  degré,  savoir 
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on  déduit  immédiatement  de  l'observation  qu'on  vient  de  faire  le 
théorème  suivant  : 

Théorème  IV.  —  Lorsque  <7„,  «, ,  . . . ,  ««_, ,  a,^  désignent  des  constantes 
réelles,  le  polynôme 

(2/1)  «0^"-+- a,^"-'-!-.  ,  .H- a„_i^  4- (7„ 

est  décomposahle  en  facteurs  réels  du  premier  ou  du  second  degré. 

Dans  ce  qui  précède,  nous  avons  présenté  les  racines  imaginaires 
de  l'équation  (i)  sous  la  forme 

a  :±  g  \/-^  . 

Alors,  pour  le  polynôme  (24),  un  facteur  réel  du  second  degré  corres- 
pondant à  deux  racines  imaginaires  conjuguées 

a  -i-  ê  V  ~  '  >     oc  —  ê  v'—  I 

était  de  la  forme 

{œ  —  «)--+-  6-. 

Si  l'on  fait,  pour  plus  de  commodité, 

a  zh  êy'— i  =  p(cosÔ  zb  y  —  I  sin0) 

(p  désignant  une  quantité  positive  et  G  un  angle  que  l'on  pourra  sup- 
poser compris  entre  les  limites  o,  7:),  le  même  facteur  réel  du  second 
degré  deviendra 

(a;  —  p  cos6)^+  (p  sin0)-=:.r-—  2p^  cos9  +  p-. 

H  est  facile  de  construire  géométriquement  cette  dernière  expres- 
sion dans  le  cas  où  l'on  attribue  à  la  variable  x  une  valeur  réelle.  En 
effet,  si  l'on  trace  un  triangle  dans  lequel  un  angle  soit  égal  à  0,  les 
deux  côtés  adjacents  étant  respectivement  représentés  l'un  par  la 
valeur  numérique  de  x,  l'autre  par  le  module  p,  le  carré  du  troisième 
côté  sera  (d'après  un  théorème  connu  de  Trigonométrie)  la  valeur  du 

trinôme 

.-r- —  2px  cosO  -h-  p-, 
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toutes  les  fois  que  la  variable  x  sera  positive.  Si  la  variable  x  devient 
négative,  il  suffira  de  remplacer  dans  la  construction  indiquée  l'angle  6 
par  son  supplément. 

Le  troisième  côté  du  triangle  dont  il  est  ici  question  ne  peut  s'éva- 
nouir que  dans  le  cas  où  les  deux  premiers  côtés  tombent  sur  une 
même  droite,  et  où  leurs  extrémités  coïncident,  ce  qui  exige  :  i°  que 
l'angle  6  se  réduise  à  zéro  ou  à  ir;  2"  que  la  valeur  numérique  de  ^ 
soit  égale  à  p.  Par  suite,  le  facteur 

a;-~  2px  cos9  -+-  p- 

ne  pourra  devenir  nul  pour  une  valeur  réelle  de  x,  à  moins  que  l'on 

ne  suppose 

cos6-ri         ou         cos9  =  — i; 

et  la  seule  valeur  de  x  propre  à  faire  évanouir  ce  facteur  sera,  dans  la 
première  hypothèse, 

ÛC  zzz  p, 

dans  la  seconde, 

^  —  —  p. 

On  arriverait  directement  au  même  but  en  observant  que  l'équation 

x''- —  2p^COSÔ  +  p-mo 

a  deux  racines 

p(cos9  4-  V''—  I  sin9),     p(cos9  —  v/~"  '  sin0), 

qui  ne  peuvent  cesser  d'être  imaginaires  sans  devenir  égales,  et  que 

les  seules  valeurs  de  0  capables  de  produire  cet  effet  sont  celles  qui  • 

vérifient  la  formule 

sin9=ro, 

de  laquelle  on  tire 
et,  par  conséquent, 

pour  la  valeur  commune  des  deux  racines. 

Jusqu'à  présent,  nous  nous  sommes  bornés  à  déterminer  le  nombre 
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des  racines  de  l'équation  (i),  avec  la  forme  de  ces  mêmes  racines  et 
celle  des  facteurs  qui  leur  correspondent.  Nous  allons,  dans  les  para- 
graphes suivants,  passer  en  revue  quelques  cas  particuliers  dans  les- 
quels on  est  parvenu  à  résoudre  de  semblables  équations,  sans  être 
obligé  de  concevoir  leurs  coefficients  convertis  en  nombres,  et  à 
exprimer  les  racines  en  fonctions  algébriques  ou  trigonométriques 
de  ces  coefficients.  Nous  observerons  ici  à  ce  sujet  que,  dans  toute 
équation  algébrique  dont  le  premier  membre  est  une  fonction  ration- 
nelle et  entière  de  la  variable  x,  on  peut  réduire  par  la  division  le 
coefficient  de  la  plus  haute  puissance  de  a?  à  l'unité,  et  celui  de  la 
puissance  immédiatement  inférieure  à  zéro  par  un  changement  de 
variable.  En  effet,  si  dans  l'équation 

«„  n'est  pas  égal  à  i,  il  suffira  de  diviser  l'équation  par  a,,  pour 
réduire  le  coefficient  de  x"  à  l'unité;  et,  si  dans  une  équation  mise 
sous  la  forme 

a,  n'est  pas  nul,  il  suffira  de  poser 

n 

pour  obtenir  une  transformée  en  z  du  degré  n,  qui  n'ait  plus  de 
second  terme,  c'est-à-dire  une  transformée  dans  laquelle  le  coeffi- 
cient de  z"~^  s'évanouisse. 

§  II.  —  Résolution  algébrique  ou  trigonomélrique  des  équations  binômes 
et  de  quelques  équations  trinômes.  Théorèmes  de  Moivrk  et  de  Cotes. 

Considérons  l'équation  binôme 

(i)  .r«  +  /?-— o, 

p  désignant  une  quantité  constante.  On  en  tirera 

x"  z^  —  p 
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ou,  si  l'on  désigne  par  p  la  valeur  numérique  de/?, 

œ"  1=  it  p. 

On  aura  donc  à  résoudre  l'équation 

(2)  '  X''=p, 

si  —  p  est  positif,  et  la  suivante 

(3)  ^"  =  -p, 

si  — /?  est  négatif.  On  satisfait  à  la  première  en  prenant 

1       i        i 

(4)  ■^~  =  ((p)r^p"((or, 

et  à  la  seconde  en  prenant 

il  i 

(5)  x  =  {{-p)Y  =  ^^{{-i)f. 

1 

Quant  aux  diverses  valeurs  de  chacune  des  deux  expressions  ((i))", 

((—  i))",  elles  sont  toujours  en  nombre  égal  à  n  (voir  le  Chapitre  VII, 
§  III),  et  se  déduisent  des  deux  formules 

[  //    ^J,  ^A-TT     ,        , .      ikT. 

\       ((i))"=:cos ±:  V— I  sin , 

1  n  n 

(6) 

f  ((-i))"=cos --^±:v/-isin , 

dans  lesquelles  il  suffit  d'attribuer  successivement  à  k  toutes  les 

valeurs  entières  qui  ne  surpassent  pas  -•  Lorsque  n  est  un  nombre 

pair,  la  première  des  équations  (G)  fournit  deux  valeurs  réelles  de 

1 
((i))",  savoir  +i  et  —  i,  correspondantes  l'une  à  ^- =  o,  l'autre  à 

k=  -■  Dans  la  même  hypothèse,  toutes  les  valeurs  de  ((—  i))"  sont 

imaginaires.  Lorsque  n  devient  un  nombre  impair,  l'expression  ((i))" 
a  une  seule  valeur  réelle  -+- 1  correspondante  à  â-  =  o,  et  l'expres- 

OF.uures  de  C.  —  S.  II,  t.  III.  ^         87 
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sion  ((—  i)y'  une  seule  valeur  réelle  —  i  correspondante  li  k  =     ""  ^. 

Par  suite,  l'équation  (i)  admet  deux  racines  réelles,  ou  n'en  admet 
aucune,  lorsque  n  est  un  nombre  pair,  et  la  même  équation  admet 
une  seule  racine  réelle  dans  le  cas  contraire.  De  plus,  on  reconnaît 
immédiatement  à  l'inspection  des  formules  (G)  que  les  racines  imagi- 
naires sont  conjuguées  deux  à  deux,  ainsi  qu'on  devait  s'y  attendre. 
Considérons  maintenant  l'équation  trinôme 

(  7  )  ôc-"^  +  px'^  +  q  z=.o, 

p,  q  désignant  deux  quantités  constantes  choisies  à  volonté.  On  en 
tirera 

^^"  +  px'^  ^z-  -  q 

et,  par  suite, 

(8)  (^»+|y=.^_,. 

Si  ^y q  est  positif,  l'équation  qui  précède  entraînera  l'une  des  deux 

suivantes  : 


en  sorte  que  r"  admettra  deux  valeurs  réelles  comprises  dans  la  for- 
mule 


(9)  ^"  =  --^±^^^-7. 

Lorsque  le  nombre  n  se  réduit  à  l'unité,  la  formule  (9)  fournit  immé- 
diatement les  deux  racines  réelles  de  l'équation  trinôme  du  second 
degré 

(10)  x''- -\- p X -]- q —z  o . 

Dans  le  cas  contraire,  en  substituant  la  formule  dont  il  s'agit  à  l'équa- 
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tion  (7),  on  n'a  plus  à  résoudre  que  deux  équations  binômes  sem- 
blables à  celles  que  nous  avons  traitées  ci-dessus. 

Supposons  maintenant  la  quantité  -]   —  (]  négative.  L'équation  (8) 

4 

entraînera  l'une  des  deux  suivantes  : 

P  /        p'   I — 


?='-v''-f^^^= 


en  sorte  que  x"  admettra  deux  valeurs  imaginaires  comprises  dans  la 
formule 


(II) 


f-\A-f'-- 


Si  le  nombre  n  se  réduit  à  l'unité,  ces  valeurs  seront  les  racines  ima- 
ginaires de  l'équation  (10).  Mais,  si  l'on  suppose  /«>f,  il  restera 
encore  à  déduire  des  valeurs  connues  de  x'^  les  valeurs  de  x.  Dési- 
gnons par  p,  dans  cette  hypothèse,  le  module  de  l'expression  imagi- 
naire qui  sert  de  second  membre  à  la  formule  (n).  On  aura  évidem- 
ment 

(12)  '9  =  q''- 

Faisons  en  outre,  pour  plus  de  commodité, 


(i3)  Ç  — arctang— ^- 


Lorsque  p  sera  négatif,  les  deux  valeurs  de  x''  données  par  la  for- 
mule (11)  deviendront 

(i4)  a;"  =  p(cos^  :±  \  —  1  sinC), 

et  l'on  en  conclura 

(ï5)  ^  =  p"(  cos  -  ±  \  —  I  sin  -  )  ((i))". 


292  COURS  D'ANALYSE. 

Si  au  contraire/?  est  positif,  on  trouvera 

(i6)  d;"  =  — p(cosÇ  ±  v/—  I  sinÇ) 

et,  par  suite, 

(I-)  a^=:p«(^cosid=v/-~îsin  !]((-]))". 

Dans  le  cas  particulier  où  l'on  a 


4 


(^devient  nul;  en  sorte  que  les  équations  (lo)  et  (17)  prennent  la 

forme  des  équations  (4)  et  (5). 

1 

Si  l'on  désigne,  pour  abréger,  p"  par  r,  on  tirera  des  équations  (12) 
et(i3),  en  supposant  la  quantité  p  négative, 

/:»  —  —  2/-"  cosÇ,         ^  =  r-'% 

x^-"'  -{-  p X"- +  q  =  j;^"  —  ir'^x"^  COsÇ  +  /•-". 

Dans  la  même  hypothèse,  la  formule  ([5)  donnera 

x=.v\  cos  --  ±  V  —  t  sm  -       ces ±:  \J~  i  sm 

V        /i  nj  \  Il         ^  n    ) 

(        Ç  ±  2^:71  _^    / ■    .    Ç±2A-7r 

-=.  r    cos ±:  v  —  I  sm  ■ 

k  représentant  un  nombre  entier,  et  l'on  en  conclura  que  le  trinôme 

X-"  —  2  r"^x'^  cosÇ  +  /•-" 

est  décomposable  en  facteurs  réels  du  second  degré  de  la  forme 

x^ — 2r.rcos^ \-r^. 

n 

Si  l'on  suppose  au  contraire  la  quantité jo  positive,  le  trinôme 

x'^'^ -\- p  x^ -\~  q 

deviendra 
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et  ses  facteurs  réels  du  second  degré  seront  de  la  forme 

Ç±(2A'+i)7r 
X-  —  irx  cos ^ \-  r-. 


Dans  Tune  et  l'autre  hypothèse,  on  pourra  construire  géométrique- 
ment les  facteurs  réels  du  second  degré  par  la  méthode  ci -dessus 
indiquée  {voir\(b  §  I),  toutes  les  fois  que  l'on  attribuera  des  valeurs 
réelles  à  la  variable  x.  Si  l'on  prend  la  valeur  numérique  de  cette 
variable  pour  base  commune  de  tous  les  triangles  qui  correspondent 
aux  différents  facteurs,  et  que  dans  chaque  triangle  on  fasse  aboutir 
constamment  à  une  même  extrémité  de  cette  base  le  côté  connu, 
représenté  par  r,  on  trouvera  que  les  sommets  des  divers  triangles 
coïncident  avec  les  points  de  division  d'une  circonférence  décrite  du 
rayon  r  en  parties  égales.  Il  en  résulte  que,  si  l'on  multiplie  entre  eux 
les  carrés  des  lignes  menées  de  la  seconde  extrémité  de  la  base  aux  points 
dont  il  s'agit,  le  produit  de  ces  carrés  sera  la  valeur  du  trinôme 

j.p.n  _i^  p ^^11  _i^  q  --  X-"'  ±i  2r"^x'^  COsÇ  -+•  /'-". 

Dans  le  cas  particulier  où  (^  =  o,  le  produit  des  lignes  elles-mêmes  repré- 
sente la  valeur  numérique  du  binôme 


laquelle  se  confond  avec  la  racine  carrée  positive  du  trinôme 

Des  deux  propositions  qu'on  vient  d'énoncer,  la  première  est  le  théo- 
rème de  Moivre,  et  la  seconde  celui  de  Cotes. 

§111.  —  Résolution  algébrique  ou  trigonométrique  des  équations 
du  troisième  et  du  quatrième  degré. 

Considérons  l'équation  générale  du  troisième  degré.  On  pourra 
toujours,  en  faisant  disparaître  le  second  terme  de  cette  équation, 
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la  ramener  à  la  forme 

(i)  x'^  -\-  px  -\-  q  =-.  o, 

/?,  q  désignant  deux  quantités  constantes.  D'ailleurs,  si  l'on  pose 

X  ^=  Il  +  (', 

u,  ç  étant  deux  nouvelles  variables,  on  en  conclura 

X^:=r  {((  -h  «')':=:  «'' +  ('=*  +  SuVX, 

(2)  .^■='  —  3uçx  —  (u^ -\-  V'^  )  =:  O. 

Pour  rendre  l'équation  (2)  identique  avec  la  proposée,  il  suffira  d'as- 
sujettir les  inconnues  u  et  ç  aux  deux  conditions 

(3)  U^-Jr  v^=z—  q, 

(4)  m>  =  -P. 

La  résolution  de  l'équation  (i)  se  trouve  ainsi  réduite  à  la  résolution 
simultanée  des  équations  (3)  et  (4). 

Cherchons  d'abord  les  valeurs  de  u^  et  de  c'.  Si  l'on  fait 

on  aura,  en  vertu  des  équations  (3)  et  (4), 

-'1  +  ^2  —  ^)  ~'l-'2  — •  ) 

J 

et,  par  suite,  en  nommant  z-  une  nouvelle  variable, 

P^ 

(■3  —  ^1)  (g  —  ^2)  ziz  Z'  -\~  (J Z  —  • 

27 

Il  en  résulte  que  ^,,  z.,  seront  les  deux  racines  de  l'équation 

(6)-  -^+^^_^':3zO. 

27 

Ces  deux  racines  étant  connues,  on  déduira  des  formules  (5)  trois 
valeurs  de  u  et  trois  valeurs  de  r,  qui  se  correspondront  deux  à  deux 
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de  manière  à  vérifier  la  formule  (4).  Soit  U  l'une  quelconque  des 
trois  valeurs  de  //,  et  V  la  valeur  correspondante  de  r,  en  sorte  qu'on 
ait 

Désignons  en  outre  par  a  l'expression  imaginaire 

2  71  / .      2Tr 

cos-5 — I-  V  —  I  sm-^; 

f 
les  trois  valeurs  de  l'expression  ((i))'  seront  respectivement 

«0=  I, 

1 

■nt        f —    .    2Tr           I       3^    / — 
Cf.  =  cos  -TT  T-  V  '  I  sin-„-  = 1 \/--  I, 

3  3  2  2 

1_ 

2  7:         / .2  7:  I        3*    /  — 

a-=cos-^5 V    -  I  sm -77- := v' — i> 

3  3  22 

et  les  trois  valeurs  de  u,  évidemment  comprises  dans  la  formule  géné- 
raie  ((i))'  U,  deviendront 

U,     aU,     a-U. 

On  trouvera,  pour  les  valeurs  correspondantes  de  ç, 

tx        OC- 
OU,  ce  qui  revient  au  même, 

V,     a^V,     aV. 

Par  conséquent,  si  l'on  nomme  a:,,,  ^c,,  ic^  les  trois  racines  de  l'équa- 
tion (  i),  on  aura 

j  ./V--=      U-t-      V, 

(7)  ■   a-^-  a  U  -+-  x-V, 

[  a:.2~  a-U  -4-  a  V. 

Il  est  essentiel  d'observer  que,  U,  aU,  a-U  étant  les  trois  valeurs  de 
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u  =  ({z^)Y,  et  V,  a'^V,  aV  les  valeurs  correspondantes  de  t-^—  - — - — ^, 

les  racines  x^^,  x^,  x.^,  déterminées  par  les  équations  (7),  seront  res- 
pectivement égales  aux  trois  valeurs  de  x  données  par  la  formule 

(8)  ^  =  ((^-,))^ ^- 

3((^,))"^' 

Lorsque  l'équation  (6)  a  ses  racines  réelles,  les  formules  (5)  four- 
nissent un  système  de  valeurs  réelles  de  w  et  de  (^  qui  se  correspon- 
dent de  manière  à  vérifier  l'équation  (4).  Si  l'on  prend  ces  mêmes 
valeurs  pour  U  et  V,  on  reconnaîtra  immédiatement  que  des  trois 
racines  x^^,  x^,  x.,  la  première  est  nécessairement  réelle,  et  les  deux 
autres  réelles  ou  imaginaires,  suivant  que  la  quantité 


/. 


27 


est  nulle  ou  positive,  c'est-à-dire  suivant  que  l'équation  (6)  a  ses 
racines  égales  ou  inégales.  Dans  le  premier  cas,  on  trouve 

Lorsque  les  racines  de  l'équation  (G)  deviennent  imaginaires,  on 
peut  les  présenter  sous  la  forme 

^i=rp(cosÔ  +  v/—  I  sinô),        ^2=p(cosô  —  y/'^^  sinô), 

le  module  p  étant  déterminé  par  l'équation 

27 
Comme  on  a,  dans  cette  hypothèse, 

((^.))' =  p' (ces  |+v/=^sin|  ){(!))% 
la  formule  (8)  se  trouve  réduite  à 

(9)    ■^  =  pn(cos^4-v/=^sin^]((i))"'+('cos^-V/~-Tsin|^  -^-l 
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De  plus,  en  prenant  pour  U  l'expression  imaginaire 

p'*  I  cos  2  -f-\/— I  sin  :j  1, 

on  conclura  des  équations  (7) 

Xq-=--1^''  cos  7j> 


(10)  '    X,=:  2  0''  COS 

I  i 

I    ^,1=  2p''  COS 


3 

--  1T, 


Ces  trois  dernières  valeurs  de  x  sont  toutes  réelles,  et  coïncident  avec 
celles  que  fournit  la  formule  (9). 

Dans  les  calculs  précédents,  l'équation  (6),  dont  la  solution  en- 
traîne celle  de  l'équation  (i),  est  ce  qu'on  appelle  la  réduite.  Ses 
racines  ^,,  ^o  équivalent  nécessairement  à  certaines  fonctions  des 
racines  cherchées  a?»,  x^,  x.,.  Pour  déterminer  ces  fonctions,  il  suffira 
d'observer  que,  U  et  V  désignant  des  valeurs  particulières  de  u  et  v, 
on  aura,  en  vertu  des  formules  (5), 

On  tire  d'ailleurs  des  équations  (7) 

3U  =:  ^0-1-  a-a?2+  «".3^,  -=--  a(:c,  +  ax^  +  a-^o)  =  a'-{x^  +  olx^-^-  arx.,), 
3\  r=  x^-{-  axi-\-  a^^'2=  cf-{xi  -!-  ax2+  c^Xq)  =  «-(.Tj-f-  y.X()-\-  a-x^). 

On  trouvera  donc,  par  suite, 

^   "i-Zizzz  (^0+  a^->4-  a-^i)^=  (-3:^2+  ^^\  +  a^ro)^=  (^,  +  a^oH-  a''j:-,)% 
(   27-32—  (xo-i-  a^,-t-  a^^,)^—  (■>«7i  +  a^2+  cC'Xç^y--=z  {x.,+  ixXq-\-  a-j-,)'*. 

11  en  résulte  que  s,,  ^^  sont  respectivement  égales  (à  un  coefficient 
numérique  près)  aux  deux  seules  valeurs  distinctes  que  présente  le 
cube  de  la  fonction  linéaire 

Xç)-\-  c/.Xi-t-  a-x^, 

■  OEiwres  de  C.  —  S.  Il,  t.  III.  38 
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lorsque  dans  cette  fonction  on  échange  entre  elles  les  racines  x^^,  x^, 
x^  de  toutes  les  manières  possibles.  Le  coefficient  numérique  est  évi- 
demment 7,'.  ou  le  cube  de  la  fraction  ^. 

Considérons  maintenant  l'équation  générale  du  quatrième  degré. 
On  pourra,  en  faisant  disparaître  le  second  terme,  la  ramener  à  la 
forme 

(12)  x'* -Y p x"- -\- q X -\- r  ^^  o , 

p,  q,  r  désignant  des  quantités  constantes.  Si  l'on  pose,  en  outre, 
w,  V,  w  étant  trois  nouvelles  variables,  on  en  conclura 

x''--:=i  «^+  t'2_j_  ,y2^|_  2(m(;  -1-  aw  H-  VW) 

et,  par  suite, 

OU,  ce  qui  revient  au  même, 

(   x'*  —  2  (  f<^  +  (^^  H-  tv^  )  j:'-  —  8  UVW  .  X 
(i3) 

Pour  rendre  cette  dernière  équation  identique  avec  la  proposée,  il 
suffira  d'assujettir  les  inconnues  u,  v,  w  aux  conditions 

/  4  (  W^ -r  P^ -i- tv^  )  =: — 2/?, 

(i4)  <  %uvw=^  —  q, 

\     1 6  (  «'^  ('^  H-  U^W^  -{-  V^w'^)  :=  p-  —  4  '"• 

La  résolution  de  l'équation  (12)  se  trouve  ainsi  réduite  à  la  résolution 
simultanée  des  équations  (i4)- 

Cherchons  d'abord  les  valeurs  de  4«"»  4^%  4^'-  Si  l'on  fait 

(i5)  4m2— ;;,,  4p''=^2,  ^w'-:=Z3, 


PREMIÈRE  PARTIE.  -  CHAPITRE  X.  299 

on  aura,  en  vertu  des  formules  (i/i), 

et,  par  suite,  en  nommant  z  une  nouvelle  variable. 

Il  en  résulte  que  :;,,  z.^,  ',,  seront  les  trois  racines  de  l'équation 

(16)  -3_^2^^2_^(^2_4,.),_^2^0. 

et,  puisque  ces  trois  racines  doivent  vérifier  la  formule  z^z.2z.^  —  q-, 
on  peut  assurer  que  l'une  d'elles  sera  positive,  les  deux  autres  étant 
toutes  deux  à  la  fois  positives,  ou  négatives,  ou  imaginaires.  Lors- 
qu'on aura  déterminé  ces  mêmes  racines,  les  deux  premières  des 
équations  (i5)  fourniront  pour  chacune  des  variables  u  et  v  deux  va- 
leurs égales,  au  signe  près.  Soient 

les  valeurs  réelles  ou  imaginaires  dont  il  s'agit;  et  W  une  quantité 
réelle  ou  une  expression  imaginaire  déterminée  par  l'équation 

8UVW--=-^. 

Si  dans  la  seconde  des  formules  (i4)  on  suppose 

M  —  +  U,  r  =  -}-  V 

ou  bien 

«  :zr  -  u,  «^  =  -  V, 

on  en  tirera 

Si  l'on  y  fait,  au  contraire, 

ou  bien 

u  —  —  U,         W--+  \, 

on  trouvera 

i/  =  -  W. 

De  cette  manière  on  obtiendra  pour  les  variables  u,  v,  w  quatre  sys- 


300  COURS  D'ANALYSE. 

ternes  de  valeurs  propres  à  vérifier  les  équations  (i4);  et,  si  l'on 
représente  par  ir„,  x^,  x.,,  x^  les  quatre  valeurs  correspondantes  de 
l'inconnue 

on  aura 

œ,~      U  +  V  +  W, 


^l=:-U-V+\V, 
(17)  { 

x^~      U- V-W, 


Il  est  aisé  de  reconnaître  que  ces  quatre  valeurs  de  x  seront  toutes 
réelles,  si  l'équation  (16)  a  ses  trois  racines  positives,  et  toutes  ima- 
ginaires, si  l'équation  (i6)  a  deux  racines  négatives  inégales,  tandis 
que  deux  valeurs  seront  réelles,  et  deux  imaginaires,  si  l'équation  (16) 
a  deux  racines  négatives  égales,  ou  deux  racines  imaginaires. 

Par  la  méthode  qu'on  vient  d'exposer,  la  résolution  de  l'équa- 
tion (12)  se  trouve  ramenée  à  celle  de  l'équation  (16).  Cette  dernière, 
qu'on  nomme  la  réduite,  a  nécessairement  pour  racines  certaines 
fonctions  des  racines  de  la  proposée.  Si  l'on  veut  déterminer  ces 
fonctions,  c'est-à-dire  exprimer  z^,  z^,  z.^  par  le  moyen  de  a?^,  x-,,  iCo, 
x.^,  il  suffira  d'observer  que,  U,  V,  W  étant  des  valeurs  particulières 
de  w,  V,  w,  on  a,  en  vertu  des  formules  (i5). 

On  tire  d'ailleurs  des  équations  (17) 

4U    —  ^0  —  07,  +  ^2  —  ^3> 

4_  '     =^  <^o  —  JC^-\-  x^        x^, 
4  w  =  Xo  —  .Tj  H- ^1  —  ^'3. 

On  trouvera,  en  conséquence, 

/    L\Z^^~-  \Xq — X^-\- X^ — X-^)    :zz(^j- —  X(j-\-  X'i—  X<i)-^ 
(18)  K    [^,Z,^(^X^,~  X^^  X.^—  X^y—{X^—  X^-\-  Xi—  X^y, 

\     4-3—  (^0  —  ^2+  ^\—  -^3)"—  {^-ï-'  ■2^0+  •2^3—  '^^l)^- 
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Il  on  résulte  que  z■^,  z.2,  Sj  sont,  abstraction  faite  du  coeificient  nu- 
mérique y  =  i^-j  ,  respectivement  égales  aux  trois  seules  valeurs 
distinctes  que  présente  le  carré  de  la  fonction  linéaire 

J^d        J?j  -t~  •^'■7  —  J^s 

lorsque  dans  cette  fonction  on  échange  entre  elles  les  racines  x^,  x^, 
œ.,,  x^  de  toutes  les  manières  possibles.  Cette  même  fonction  linéaire, 
pouvant  s'écrire  ainsi  qu'il  suit 

n'est  évidemment  qu'un  cas  particulier  de  la  formule  générale 
lorsqu'on  désigne  par  a  une  des  valeurs  de  l'expression  ((i))'. 
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CHAPITRE  XI. 

DÉCOMPOSITION    DES    FRACTIONS   RATIONNELLES. 


§  I.  —  Décomposition  d' une  fraction  rationnelle  en  deux  autres  fractions 

de  même  espèce. 

Prenons  pour/(.2;)  et  F(^)  deux  fonctions  entières  de  la  variable  x. 

sera  ce  qu'on  appelle  une  fraction  rationnelle.  Si  Ton  désigne  par  m  le 
degré  de  son  dénominateur  ^(oc),  l'équation 

(0  F(^)  =  o 

admettra  m  racines  réelles  ou  imaginaires,  égales  ou  inégales;  et  si, 
en  les  supposant  d'abord  toutes  inégales,  on  les  représente  par 

■Xq,       «27],       X^,        •  •  •  >       ^m  —  lf 

les  facteurs  linéaires  du  polynôme  F(^)  seront  respectivement 

tA'  tJ^   Q  y  %Ay  OL'  I  y  k^  UU  ^  •  •     •     •    •  tA^  tA/  fft  — •  1  • 

Cela  posé,  faisons 

(2)  ¥{œ)=:(  X  —  Xo)  Cû{x) 

et 

(3)  -Zi^LÎ^A. 
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0(^0)  n'étant  pas  nul,  la  constante  A  restera  finie,  et  la  différence 

f(^)       ^_/(^)-A9(.r) 


9(^)  9(.3?) 

s'évanouira  pour  x  =  x^.  Par  suite,  il  en  sera  de  même  du  polynôme 

et  ce  polynôme  sera  divisible  algébriquement  par  x  —  x^\  en  sorte 
qu'on  aura 

f{x)  —  k<^{x)  —  {x  —  x^)y^{x), 

(4)  /(^)=rA9(a7)  +  (^'-Xo)z(^), 

• 

y  (a?)  désignant  une  nouvelle  fonction  entière  de  la  variable  x.  Si  l'on 
divise  par  F(.r)  les  deux  membres  de  cette  dernière  équation,  en 
ayant  égard  à  la  formule  (2),  on  en  conclura 

(5)  m--^  +  ys-l 

\  {x)        X  —  x^        9('^) 

Donc,  si  l'on  partage  le  polynôme  F(a7)  en  deux  facteurs  dont  l'un 
soit  linéaire,  on  pourra  décomposer  la  fraction  rationnelle  éy— ^  en 
deux  autres  qui  aient  pour  dénominateurs  respectifs  les  deux  facteurs 
dont  il  s'agit,  et  dont  la  plus  simple  ait  un  numérateur  constant. 

Concevons  maintenant  que  l'on  partage  la  fonction  F(a7)  en  deux 
facteurs  dont  le  premier,  au  lieu  d'être  linéaire,  corresponde  à  plu- 
sieurs racines  de  l'équation  ^{x)  =  o.  Prenons,  par  exemple,  pour 
ce  premier  facteur  le  facteur  du  second  degré 

\X         Xf^)\^X-       ^1), 

et  posons,  en  conséquence, 

(6)  Y{^x)  —  {x  — Xç,)<^x  — x^)(i^{x). 

fix) 

La  fraction  ~—{  conservera  une  valeur  finie,  non  seulement  pour 
X  =  x^^,  mais  encore  pour  x  =  x^;  et,  si  l'on  désigne  par  11  un  poly- 
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nômc  du  premier  degré  qui,  dans  l'une  et  l'autre  hypothèse,  devienne 
égal  à  ^^^-TT'  on  trouvera  (Chapitre  IV,  §  I) 


(7) 


Le  polynôme  u  étant  déterminé,  comme  on  vient  de  le  dire,  l'équa- 
tion 

OU 

comptera  parmi  ses  racines  x^  et  x^  ;  et  par  suite  le  polynôme 

f{x)  —  uo{x) 
sera  divisible  par  le  produit 

{X  —Xq){x  —  Xy).. 


On  aura  donc 


(8) 


f{x)  —  u<q{x)  =  {x  —  Xo)  (x  ~Xi)y^{x), 
f{x)=z  uo{x)  -^  {x  —  Xq)  {x  ~  Xi)  i{x), 


y  (^)  désignant  une  nouvelle  fonction  entière  de  la  variable  x.  Si  l'on 
divise  la  dernière  équation  par  F(a^),  en  ayant  égard  à  la  formule  (6), 
on  en  conclura 


(9) 


¥{x)     '  [x  —  Xo){x  —  Xi)       9(^) 


On  prouverait  de  même  qu'il  suffit  de  poser 

(10)  Y{x)  =  {x  —  Xq)  {x  —  x^)  {x  ^  x^)  (ii{x) 

et 


/(^o 


(«0 


9(^0 
9(^1 

9(0-, 


{X 

—  Xi)  (x  —^2) 

(•^0 

—  Xi)  {Xo—Xi) 

{X 

—  Xo)  (x  —  Xi) 

(^1 

—  Xq){Xi  —  x.) 

(X 

~Xn){x  —  Xi) 

{X2—Xo){Xi  —  Xi) 


PREMIÈRE  PARTIE.  -  CHAPITRE  XI.  305 

pour  obtenir  une  équation  de  la  forme 

(,2)  £^  -  '- + 1^, 

etc. 

Ainsi  généralement,  lorsque  l'équation  Y{x)  =  o  n'a  pas  de  racines 
égales,  si  l'on  partage  le  polynôme  F(a;)  en  deux  facteurs  dont  le  pre- 
mier soit  le  produit  de  plusieurs  facteurs  linéaires,  la  fraction  ratioii- 

nelle  ^^—^  sera  décomposable  en  deux  autres  fractions  de  même  espèce 

qui  recevront  pour  dénominateurs  respectifs  les  deux  facteurs  ci- 
dessus  mentionnés,  et  dont  la  première  aura  un  numérateur  d'un 
degré  moins  élevé  que  son  dénominateur. 

Je  passe  au  cas  où  Ton  suppose  que 'l'équation  Y  {oc)  =  o  a  des  ra- 
cines égales.  Soient,  dans  cette  seconde  hypothèse, 

a,     h,     c, 

les  diverses  racines  de  cette  même  équation,  et  désignons  par  m'  le 
nombre  des  racines  égales  à  a;  par  m"  le  nombre  des  racines  égales 
à  b;  par  m'"  \q  nombre  des  racines  égales  à  c,  etc.  La  fonction  ^{oc) 
sera  équivalente  au  produit 

{x  ^  a)""'  {x  ~  b)'""  {x  —  c)'"" .  .. 

ou  à  ce  produit  multiplié  par  un  coefficient  constant,  et  l'on  aura 

m'  +  m" ■+-  m'" -\~ . .  .=z  m. 
Cela  posé,  faisons 

(i3)  F{x)  =  {x-a)"''o{x) 

et 

(i4)  4^ -A. 

cp(fl)  n'étant  pas  nul,  la  constante  A  restera  finie,  et  la  différence 

OEuvresdeC-  S.  U,  t.  \\\.  89 
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s'évanouira  pour  x  =  a.  On  en  conclura  que  le  polynôme 

f{x)  —  ko{x) 

est  divisible  par  x  —  a,  et  l'on  aura,  par  suite, 

(i5)  f{x)  —  ko{x)-h{x  —  a)y^{x), 

X(^)  désignant  une  nouvelle  fonction  entière  de  la  variable  x.  Enfin, 
si  l'on  divise  par  ¥(x)  les  deux  membres  de  l'équation  (i5)  en  ayant 
égard  à  la  formule  (i  3),  on  trouvera 

^      '  Y{x)        {x  —  a)'"'        {x  —  a)"''-^o{x) 

On  démontrerait,  en  raisonnant  de  la  même  manière,  qu'il  suffit  de 
poser 

(17)  V{x)-z{x-'a)"''{x —  b)'""  o{x) 

et 

^  o{n)  a — 0        9(0)  o—a 

pour  obtenir  une  équation  de  la  forme 

/(•37)_.  " ^    yJ^ 


(19) 


F(a7)       {x  —  a)'"' {X  —  b)'""       (^  — a)"''-'(^— 6)"*"-'(f(^) 


§  II.  —  Décomposition  d'une  fraction  rationnelle,  dont  le  dénominateur 
est  le  produit  de  plusieurs  facteurs  linéaires  inégaux,  en  fractions  sim- 
ples qui  aient  pour  dénominateurs  respectifs  ces  mêmes  facteurs  linéaires 
et  des  numérateurs  constants. 

Soit 

F(a:) 

la  fraction  rationnelle  que  Ton  considère;  m  le  degré  de  la  fonction 
F(^),  et  * 

Xq,       Xif       X2,        •  '  •  y       •^nt—X 
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les  racines  de  l'équation 

(1)  F(^)=:0 

supposées  inégales.  On  aura,  en  désignant  par  k  un  coefficient  con- 
stant, 

(2)  Y {x)  —  k{x  —  x^)  {x  —  x^) .  ..{x  —  x„,_^)\ 


et,  en  vertu  des  principes  établis  dans  le  paragraphe  qui  précède,  la 
fraction  rationnelle  iA— ^  pourra 
dont  la  première  sera  de  la  forme 


fraction  rationnelle  ^,—\  pourra  être  décomposée  en  deux  autres 


A„ 


Ao  représentant  une  constante,  tandis  que  la  seconde  aura  pour  déno- 
minateur 

=  A:  (  .^  —  J?!  )  (  J?  —  ^Tj)  .  .  .  (^  —  X,n-x)' 

En  décomposant  cette  seconde  fraction  rationnelle  par  la  même  mé- 
thode, on  obtiendra  : 

i''  Une  nouvelle  fraction  simple  de  la  forme 

A,     . 

2*^  Une  fraction  qui  aura  pour  dénominateur 
k{x  —  x^). . .  {x~  x,„_i). 
En  continuant  ainsi,  on  fera  disparaître  successivement  du  polynôme 

F(^)  =  k{x  —  ^0)  (^  —  ^1) ...  (^  —  a?„,_,) 

tous  les  facteurs  linéaires  qu'il  renferme  ;  en  sorte  qu'on  réduira  défi- 
nitivement ce  polynôme  à  la  constante  k.  Donc,  lorsque,  par  une  suite 
de  décompositions  partielles  semblables  à  celles  que  nous  venons  d'in- 
diquer, on  aura  extrait  de  la  fraction  Ç—  une  suite  de  fractions  sim- 

r  {X ) 
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pics  de  la  forme 

-^0  A,  A,  A,„_, 


X  —  Xf^         X  —  X^  X  —  X.2  X  —  ^,„_i 

le  reste  ne  pourra  être  qu'une  fraction  rationnelle  à  dénominateur 
constant,  c'est-à-dire  une  fonction  entière  de  la  variable  x.  En  dési- 
gnant par  R  cette  fonction  entière,  on  trouvera 

(3)  ^;=:R  +  -Ao_^_Ai__^_k_+...H-        '^'"-^        . 

t{x)  X  —  Xq  X —  Xi  X  —  X^  ^  —  -^m-l 

Il  reste  maintenant  à  savoir  quelles  sont  les  valeurs  des  constantes 

Ao>     Aj,     Ao,      •••,     A,n-i. 

Ces  valeurs  se  déduiraient  sans  difficulté  de  la  méthode  de  décompo- 
sition indiquée  dans  le  §  I.  Mais  on  parvient  plus  directement  à  leur 
détermination  à  l'aide  des  considérations  suivantes  : 

Si  l'on  multiplie  par  F(^)  les  deux  membres  de  l'équation  (3),  on 
en  tirera 

f{x)  rr:  R  F(^)  +  A» +  A,  — -— - 

-T~  A 2  ~i~  •  •  •  ~T-  A  ,,j _  j  ~  • 


Si  dans  les  deux  membres  de  cette  dernière  formule  on  fait 


la  somme 


Dr.    X       i     F(:r)        ,      F(.r)  .  F(^) 

RF(a^)  +  Ai -4- Aï — ^^—- 4- ...-+- A„,_,         ^    ' 


qui  est  évidemment  un  polynôme  en  x  divisible  par  x  —  ^„,  prendra 
la  forme 

Z  désignant  une  fonction  entière  de  z^  et  l'on  aura,  par  suite, 

(5)  /(^o+5)=rAo-^— ^ -^-h^Z. 
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Supposons  maintenant  que  la  substitution  de  a;  +  :;  au  lieu  de  x  dans 
la  fonction  F(^)  donne  généralement 

(6)  l\x  +  z)  =  ¥ {x)  +  z¥,{x)  +  z^¥^{x)  ~[- . . . . 
On  en  déduira 

et  l'équation  (5)  deviendra 

/(^o  4-  s)  r=  Ao  [Fi  (^o)  +  -  Fî  (>^o)  +  •  •  •  ]  -*-  -Z. 

Lorsqu'on  fait  dans  cette  dernière  5  =  0,  elle  se  réduit  à 

/(a?o)=:AoFi(^o), 
et  l'on  en  conclut 

(7)  ^.=  ^^^- 

On  trouverait,  par  un  calcul  entièrement  semblable, 

^'      "F,(^.)' 

(8)  \  ^^      -P.(-.)' 

y 

»         .1  y^m-\  ) 

'^'«-»"FU^,„-i)' 
Les  valeurs  qu'on  vient  d'obtenir  pour 

Ao,     A],     Aj,      ....     A,„_i 

sont  évidemment  indépendantes  du  mode  employé  pour  la  décompo- 
sition  de  la  fraction  rationnelle  ttt— :  ;  d'où  il  résulte  que  cette  fraction 

J^  {x)  ^ 

ne  peut  être  décomposée  que  d'une  seule  manière  en  fractions  sim- 
ples qui  aient  pour  dénominateurs  les  facteurs  linéaires  du  polynôme 
F(x)  avec  des  numérateurs  constants. 

Il  est  aisé  de  voir  comment  l'équation  (7)  et  la  formule  (3)  du  {)a- 


310  COURS  D'ANALYSE. 

ragraphe  précédent  s'accordent  entre  elles.  En  effet,  F,  (ic„)  est  ce  que  , 
devient  le  polynôme 

p.      ^^     Vf      ^_x_            F(-^o~^-)         F(^) 
Fi(cro)  +  2F2(.2'o)+...=  ^ ~  ^.  _  ^, 

lorsqu'on  y  fait  :;  =  o  ou  a?  =  a^^  ;  et  par  suite,  si  l'on  pose 

(9)  F(^)  =  (a^  — ^•o)9(^), 

on  aura 

Fi(^o)  =  9(-3?o)» 

Pour  montrer  une  application  des  formules  ci-dessus  établies,  sup- 
posons qu'il  s'agisse  de  décomposer  en  fractions  simples  la  fraction 
rationnelle 


n  désignant  un  nombre  entier  inférieur  à  m.  On  aura,  dans  ce  cas  par- 
ticulier, 

f(œ)  =  x",         F(^)  =  J7"'  — I,         k  =  î; 


et,  si  l'on  représente  par  h  un  n(?mbre  entier  qui  ne  surpasse  pas  —y 
les  diverses  racines  de  l'équation  F(^)=:o,  toutes  inégales  entre 
elles,  seront  comprises  dans  la  formule 


cos ±:  V  —  1  sin 


Soit  a  l'une  de  ces  racines,  et  chercbons  le  numérateur  A  de  la  frac- 
tion simple  qui  a  pour  dénominateur  x  —  a.  Ce  numérateur  sera 


l\{a)  ~  ¥i{a) 
la  valeur  de  F,  (a)  étant  déterminée  par  l'équation 

F(a)  -t-  z  F,(a)  +. . .  =:  F(a  +  s)  =  (a  +  z)"'—  i  =.  a'"—i  +  ma"'-^z  H- 
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et  par  conséquent  égale  à  maJ"^~\  On  trouvera,  par  suite, 
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A  = 


«« 


m 


Comme  on  a  d'ailleurs 


cos  — i —  ±  \/—  I  sin  ■ — -  =.  ces  — ^ ±\J —  I  siu  — ^^ —  -, 

m         ^  m  m  m 


on  conclura  de  ce  qui  précède,  en  faisant,  pour  abréger, 


(lO 


{n  -\-  i)7r 


ce" 


x'"^  —  I        ni\  X  —  I 


(12)    \ 


COS 2 9  H- v/ — I  sin 2  9  eos2  9  —  v/— I  sin2é' 

H 


2  71  / .2  7:  2  7:  / 

X  —  cos h  y—  I  sin 


X  —  ces  ■ V —  I  sin  — 

m  m 


2  7: 
m 


cos40  —  v/ —  I  sin4f 


cos49  H-  v' —  I  sin49 

[\Ti        I .4'^  4^:        / —    .    4^ 

X  —  cos v  —  I  sin  —       X  —  cos h  sJ—  i  sin  — 

m                        m  m                         m 


On  trouverait,  en  raisonnant  de  la  même  manière, 


t    /  cosô  -h  \j —  I  sin  9 

m  (  7:         / •    .     7: 

\       X — cos V— isin  — 

\  m                       m 


(i3)       < 


cos  9  —  \J—  I  sinô 

IZ  /—     .       IZ 

—  cos -t-  v/  —  I  sin  — 


cos3  9  +  v/— ï  sin3  9  cosSÔ  —  \/— i  sin30 

H 


X  —  cos 


37: 


v/= 


j  sin 


37: 


37:        /- — -   .    37: 

X  —  cos h  V  —  I  sin  - — 

m  m 


11  est  essentiel  d'observer  que  la  dernière  des  fractions  simples  com- 
prises dans  le  second  membre  de  l'équation  (12)  ou  (i3)  sera,  pour 
des  valeurs  paires  de  m,  s'il  s'agit  de  l'équation  (12),  et  pour  des  va- 
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leurs  impaires  de  m,  s'il  s'agit  de  l'équation  (i3), 

cosm9 cos(/i4-i)7r  _  ( — i)'*'*-* 

Ainsi,  par  exemple,  on  aura 


(i4) 


(i5) 


(i6)- 


x'- —  I  1    \X  —  I  X -\-  \ 

X  I    /        I  l 


2    \  .Z.'  —  1  ^'  -t-  I 


cos  ^  H-  V—  I  sin  -  cos  TT  —  \J -—  i  sin  - 

o  d  o  o 


X^  -\-l  Ô   \  71  / ■     .      TT  7Ï  / .      7:  X  +  I 

X  —  cos  -^  —  ;/—  j  sin  -       X  —  cos  -^  +  \J—  i  sin  -^ 


On  peut  remarquer  encore  que,  si  dans  les  seconds  membres  des  équa- 
tions (12)  ou  (i3)  on  réunit  par  l'addition  deux  fractions  simples  cor- 
respondantes à  deux  facteurs  linéaires  conjugués  du  binôme  ic'"±  i, 
la  somme  sera  une  nouvelle  fraction  qui  aura  pour  dénominateur  un 
facteur  réel  du  second  degré,  et  pour  numérateur  une  fonction  réelle 
et  linéaire  de  la  variable  x.  On  trouvera,  par  exemple,  en  prenant 
/i  =  o,  m  =  3, 


TT 
IX  COS  K-  —  2 


(i^)  /  \  ^^— 2  j:  COS-5  H- I 


1  —  X 


3\J7-  —  X  -\-  \  X  -\- 


'-)■ 


Il  est  facile  de  généraliser  cette  remarque  ainsi  qu'il  suit. 

Supposons  que,  les  fonctions  entières /(a?),  F(^)  étant  réelles,  on 

désigne  par 

«4-6  y/—  I ,     a  —  6  ^—  i 


deux  racines  imaginaires  conjuguées  de  l'équation  (1),  et  prenons 
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pour  A  et  B  deux  quantités  réelles  propres  à  vérifier  la  formule 

(.8)  /_(iL±ii^^A-Bv'^, 

F,(^)  représentant  toujours  le  coefficient  de  z  dans  le  développement 
de  ¥(x  -h  Z-).  On  aura  nécessairement 

et  par  suite,  si  l'on  décompose  la  fraction  rationnelle  -p)—^'  les  deux 
fractions  simples  correspondantes  aux  facteurs  linéaires  conjugués 

X  ^  Cf.  —  ê  y/—  I ,     ^  —  a  +  6  y'  —  I 

seront  respectivement 

,     ,  A-Bv/"7  A  +  By/^ 

(19)  ■ ==.  -, :i:-_=  • 

X  —  a  —  ê  \J —  1        X  —  a  -h  ê  \/ —  1 

En  ajoutant  ces  deux  fractions,  on  obtiendra  la  suivante  : 

ik{x  —  a)  4-  2B0 

(a:  —  a)^-t-  o- 

Cette  dernière,  qui  a  pour  numérateur  une  fonction  réelle  et  linéaire 
de  la  variable  x  et  pour  dénominateur  un  facteur  réel  du  second  degré 
du  polynôme  F(a7),  ne  diffère  pas  de  la  fraction 


{x  —  x^)  {x  —  x^) 


que  renferme  la  formule  (9)  du  paragraphe  I,  dans  le  cas  où  l'on 
suppose 

a7o  =  a  -f-  o  \l —  I  ,         ^1  —  a  ---  ê  \l —  I . 

OEuvres  de  C.  —  S.  U,  t.  \\\.  [\0 
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§  III.  —  Décomposition  d'une  fraction  rationnelle  donnée  en  d'autres 
plus  simples  qui  aient  pour  dénominateurs  respectifs  les  facteurs 
linéaires  du  dénominateur  de  la  première,  ou  des  puissances  de  ces 
mêmes  facteurs,  et  pour  numérateurs  des  constantes. 

Soient 


F(^) 


la  fraction  rationnelle  que  l'on  considère,  m  le  degré  du  poly- 
nôme F(ir),  et 

a,     h,     c,      ... 

les  diverses  racines  de  l'équation 

On  aura,  en  désignant  par  k  un  coefficient  constant,  et  par  ni ,  m" , 
ni" ,  . . .  plusieurs  nombres  entiers  dont  la  somme  sera  égale  à  m, 

(2)  *      Y{x)~k{x  —  a)"''{x  —  by""{x  —  cy'"' 

Cela  posé,  si  l'on  fait  usage  de  la  méthode  exposée  dans  le  para- 
graphe I,  on  décomposera  la  fraction  rationnelle  •——  en  deux  autres 
dont  la  première  sera  de  la  forme 

A 

(.r  — a)'"'' 

tandis  que  la  seconde  aura  pour  dénominateur 

F  (  jr  ) 
-— ^ — '-  --.  k(x  ~~  a)'»'-»  (x^  by"'  ix  -~  c)'"" 

En  décomposant  cette  seconde  fraction  rationnelle  par  la  même 
méthode,  on  obtiendra  :  1°  une  nouvelle  fraction  simple 

__A, 

(d?  — a)"'-'' 
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dans  laquelle  A,  représentera  une  constante;  2"  une  fraction  qui  aura 
pour  dénominateur 

En  continuant  ainsi,  on  fera  disparaître  successivement  du  poly- 
nôme Y{x)  les  différents  facteurs  linéaires  dont  se  compose  la  .puis- 
sauce  (x  —  a)'"  ;  et,  lorsqu'on  aura  extrait  de  i,--^  une  suite  de  frac- 

^  ^  ^  t  {a:) 

lions  simples  de  la  forme 

A  A)  A.>  A,„'..i 

le  reste  sera  une  nouvelle  fraction  rationnelle  dont  le  dénominateur 

se  trouvera  réduit  à 

k{cc—  b)'""  {jc  —  c)'"'" 

Si  de  ce  reste  on  extrait  une  seconde  suite  de  fractions  simples  de  la 

forme 

^^  Bj B2 B„,"-i 

{.x  —  b)"'"'      (j7  — 6)'"'"''      {X' —  b)'""--'      ""'      x  —  b' 

on  obtiendra  un  second  reste  dont  le  dénominateur  sera 

k{x  —  c)"''" 

Enfin,  si  l'on  prolonge  ces  opérations  jusqu'à  ce  que  le  polynôme  F(a7) 
se  trouve  réduit  à  la  constante  k,  le  dernier  de  tous  les  restes  sera  une 
fonction  rationnelle  à  dénominateur  constant,  c'est-à-dire  une  fonc- 
tion entière  de  la  variable  x.  Appelons  R  cette  fonction  entière.  On 

f(x) 
aura  définitivement  pour  la  valeur  de  jr —  décomposée  en  fractions 

simples 

/(■^^-R  ,  A  ,  A, 


R 


B  B, 


(3)  {  {jc  —  b}'""        {x  —  b)'"""^ 

c  •  c, 


A,«'- 
X  — 

-1 
a 

B,„" 

-I 

X  — 

b 

C„r. 

-1 

X  — 

c 
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A,  A, ,  . . . ,  A„,_,  ;  B,  B, ,  . . . ,  B,„'_,  ;  G,  C, ,  . . . ,  C„r- ,  ;  . . .  désignant 
des  constantes  que  l'on  peut  facilement  déduire  des  principes  exposés 
dans  le  paragraphe  I,  ou  calculer  directement  à  l'aide  des  considéra- 
tions suivantes. 

Faisons,  pour  plus  de  commodité, 

I  R 


(4) 


{x—  b)'""  (x—  c)"'"'.  . .' 

Q  sera  une  nouvelle  fonction  entière  de  la  variable  x,  et  l'équation  (3) 
deviendra 

/(^) A  Al ,  A,,^^,_ 0 


B                      B, 

4-.. 

X  -    b 

C,„«"_i 
X  —  c 

(x  —  b)'""       {x~b)"'"-^ 
C                       C, 

{x  —  c)'"'"        (.r  —  c  )'"'"-' 

Q 

¥{x)        {x  —  a)'"'        [x  —  a)'"'-^       '"      x  —  a       {x  —  b)'""  {x  ~  c)'"" .  . . 

Si  l'on  multiplie  les  deux  membres  de  cette  dernière  par 

F(^)  "  k{x  —  a)'"'  {x—  b)'""  {x  ~  c)'"'" . . ., 
on  en  conclura 

(5)      /(^)  =  [A  +  A,(^-«)^...+  A,„-,(^-a)'"~']^^-^^y^,  4^AQ(.:r-r/)"''; 

et  par  suite,  en  faisant 

X  —z  a  -h  Zf 

on  trouvera 

(6)  f{a  +  z)  =  (A  +  A,^  -^.  .  .+  A,„._,  ='«'+-')-  ^-^— -  +  7.z"'', 

Z  désignant  la  valeur  du  polynôme  ^Q  exprimée  en  fonction  de  z. 
Supposons  maintenant  que  la  substitution  de  x  -h  z,  au  lieu  de  x, 
dans  les  fonctions /(o^)  et  F(j7),  donne  généralement 

j  f{x-+-z)^^/{x)-+-zf,{x)  +  i\f,(-r)  +  ..., 

(7)  \    F{x-^z):rr:¥{x)^zl\{x)-\-z''l\{x)^... 


(lO) 
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On  aura,  en  prenant  œ  =  a  -}-  z,  et  observant  que  le  développement  de 

la  fonction 

F(^)~F(«  +  s) 

doit  être  divisible  par  (x  —  a)'"'  ^  z"'', 

!  ¥{a  +  z.)  :=  [ F,„- {a)  +  z  F,„ ^i  ( « )  +  -'  F„,.+,  ( « )  -4- . .  .  ] 5 '«'; 
(9)  F(a)--o,         Fi{a)r=o,         ...,         F,„'_,  (a)  =:  o. 

Cela  posé,  la  formule  (6)  se  trouvera  réduite  à 

(       =--  (  A  +  Ai^  -f-  A2 3^  + . . .)  [F„,.(a)  +  z  F,„-^i{a)  +  z'  F„,-^, ( a)  + . . .]  -f-  s'«'Z, 

et  l'on  en  tirera,  en  égalant  dans  les  deux  membres  les  coefficients  des 
puissances  semblables  de  z, 

I  f{a)  =A  F,n'{a), 
,.  ]/,(«)  =  A,F,„'(«) -4- A  ¥,„+i{a), 

'  fi{a)  —\^F,n\a)  +  A,F,„-+i(a)  +  AF,„-+2(«), 


On  trouvera  par  un  calcul  entièrement  semblable 

//(6)=BF„,»(6),        /i(6)r.rB,F,„"(^>)  +  BF„,»^,(6),        f,{h)  = 
(J2)    \f{c)=CF„r{c),        /,(c)=:G,  F„r(c)+CF,„^^,,(c),        Me)  ^ . 


Ces  diverses  équations  suffiront  pour  fixer  complètement  les  valeurs 
des  constantes  A,  A,,  Ao,  . . . ,  B,  B,,  B2,  . . . ,  C,  C,,  C, Elles  don- 
neront, par  exemple, 

A  -  /(^) 
F„,(«)' 

A  _  /i_( ^  —  AF,„-^,(a) 
(i3)  {     '  "    'F,„(«) 


A,= 


_  Ma)  —  A,  F„, ■+,(«)  —  A  F;„ ■+,(«) 


F,„(a) 
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Les  constantes  ainsi  déterminées  étant  évidemment  indépendantes  du 

mode  employé  pour  la  décomposition  de  la  fraction  rationnelle  r. — :> 

il  en  résulte  que  celte  fraction  est  décomposable  d'une  manière  seule- 
ment en  fractions  simples  de  la  forme  de  celles  que  renferme  le  second 
membre  de  l'équation  (3  ). 

Il  est  aisé  de  voir  que  la  première  des  équations  (i3_)  s'accorde  avec 
la  formule  (iZ|)  du  paragraphe  L  En  effet,  la  quantité  F„/(«)  est  ce 
que  devient  le  polynôme 

lorsqu'on  y  fait  z  =^  o  ou  x  =  a;  ai  par  suite,  si  l'on  pose 

(i4)     ,  Y{œ)  —  {x  —  a)"''o{œ), 

on  aura 

Y,„{a)  ~^{a), 

(.5)  K  =  ^^- 

Dans  le  cas  où,  les  fonctions  f{x)  et  ^{x)  étant  réelles  l'une  et 
l'autrCj  l'équation  Y{x)  —  o  admet  m'  racines  égales  à  a  4-  êy  —  i  »  la 
même  équation  admet  encore  m'  racines  égales  conjuguées  aux  pre- 
mières, et  par  conséquent  représentées  par 

a  —  6  \' —  X . 

Dans  cette  hypothèse,  si,  après  la  décomposition  de  la  fraction  ration- 
nelle 

F(x)' 

on  réunit  deux  à  deux  les  fractions  simples  qui  ont  pour  dénomina- 
teurs 

i^x — a  —  êy/'— i)'"         et     (x  —  a-i-6y  — i)'", 

{x  —  a  —  Q\/ --i)'"  '^     et     (^  —  a  +  6  V''— i)'""', 
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enfin 

les  différentes  sommes  obtenues  seront  des  fractions  réelles  et  ration- 
nelles qui  auront  pour  dénominateurs  respectifs 

\\x  --  a)- H- 6-]'"', 
[(J7  —  a)--f- 6-]'"'--', 
» 

{x  —  a)--i-  ê-, 

et  dont  le  système  pourra  être  remplacé  par  une  suite  d'autres  frac- 
tions qui,  avec  les  mêmes  dénominateurs,  auraient  pour  numérateurs 
des  fonctions  réelles  et  linéaires  de  la  variable  x.  Au  reste,  il  est 
facile  de  calculer  directement  cette  nouvelle  suite  de  fractions,  en 
commençant  par  celles  qui  correspondent  aux  plus  hautes  puissances 
de  i^x  —  a)-  H-  S-.  Cherchons,  par  exemple,  celle  qui  a  pour  dénomi- 
nateur 

D'après  les  principes  établis  dans  le  paragraphe  I,  elle  sera 
pourvu  que  l'on  fasse 


(t7) 


iêv^- 


o\<x  -t-  6  y  —  \) 


et 

(i8)  9(.r) 


Ajoutons  que,  si  dans  la  formule  précédente,  on  pose  successivement 
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on  en  conclura,  eu  égard  à  la  seconde  des  équations  (8). 

.         ^   X       F,n(o^  +  ê  y/'-^i  )  +  z  F„,.^.  (g  +  €  \/^)  +  ■  ■  ■ 

(^2  0  y/—  I  -i-  -; 

.         ,    ,--^--         X       F„,(oc  -  6s/^ï)  +  z  F„r^,{oc  -  gy/'-T)  +. . . 
et,  par  suite, 


(19) 
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CHAPITRE  XII. 

DES     SÉniES     RÉCUHRENTES. 


§  1.   —  Considérations  générales  sur  les  séries  récurrentes. 
Une  série 

ordonnée  suivant  les  puissances  ascendantes  et  entières  de  la  va- 
riable X,  est  appelée  récurrente,  lorsque  dans  cette  série,  considérée  à 
partir  d'un  terme  donné,  le  coefficient  d'une  puissance  quelconque  de 
la  variable  s'exprime  en  fonction  linéaire  des  coefficients  des  puis- 
sances inférieures  pris  en  nombre  fixe,  en  sorte  qu'il  suffise  de  re- 
courir aux  valeurs  de  ces  derniers  coefficients  pour  en  déduire  celui 
que  l'on  cherche.  Ainsi,  par  exemple,  la  série 

(2)  i,     ix,     ox^,      ...,     {n-\-\)x^,      ... 

est  récurrente,  attendu  que,  si  l'on  fait 

a„  =  /i  +  I , 
on  aura  constamment,  pour  des  valeurs  de  n  supérieures  à  l'unité, 

(3)  «„=  2a„_i  — a„_2. 

En  général,  la  série  (i)  sera  récurrente,  si,  pour  toutes  les  valeurs  de 
n  supérieures  à  une  certaine  limite,  les  coefficients 

de  plusieurs  puissances  consécutives  de  x  se  trouvent  liés  entre  eux 
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par  une  équation  du  premier  degré.  Soit 

(4)  kûn-m-i-  /«„_,„+! +  ...-f-/?a«_i  +  Ya„—o 

l'équation  dont  il  s'agit,  k,  l,  ...,p,q  désignant  des  constantes  déter- 
minées. La  suite  de  ces  constantes  formera  ce  qu'on  appelle  Véchelle 
de  relation  de  la  série,  échelle  dont  les  constantes  elles-mêmes  seront 
les  différents /er/72e.y. 

Dans  la  série  (i),  supposée  récurrente,  la  variable  x  et  les  coeffi- 
cients Oq,  a^,  a.^,  '"■,  a^  peuvent  être  ou  des  quantités  réelles,  ou  des 
expressions  imaginaires.  Cela  posé,  représentons  par  çi^  le  module  de 
l'expression  «„,  et  par  conséquent  la  valeur  numérique  de  cette  ex- 
pression, lorsqu'elle  est  réelle.  On  conclura  immédiatement  des  prin- 
cipes établis  dans  les  Chapitres  VI  et  IX  que  la  série  (i)  sera  tantôt 
convergente,  tantôt  divergente,  suivant  que  le  module  ou  la  valeur 
numérique  de  x  sera  inférieur  ou  supérieur  à  la  plus  petite  des  limites 
vers  lesquelles  converge,  tandis  que  n  croît  indéfiniment,  l'expres- 

sion  (p„)   ". 

§  II.  —  Développement  des  fractions  rationnelles  en  séries  récurrentes. 

Toutes  les  fois  qu'une  fraction  rationnelle  peut  se  développer  en 
série  convergente  ordonnée  suivant  les  puissances  ascendantes  et 
entières  de  la  variable,  cette  série  est  en  même  temps  récurrente, 
ainsi  qu'on  va  le  faire  voir. 

Considérons  d'abord  la  fraction  rationnelle 


(0 


{x  —  a)' 


dans  laquelle  «,  A  désignent  deux  constantes  réelles  ou  imaginaires, 
et  m  un  nombre  entier.  Elle  pourra  se  mettre  sous  la  forme 


^       '     a"'  V         a 
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et  sera  développable,  aussi  bien  que  l'expression 


X 

I 

a 


en  série  convergente  ordonnée  suivant  les  puissances  ascendantes  et 
entières  de  la  variable  x,  si  la  valeur  numérique  du  rapport  -  sup- 
posé réel,  ou  le  module  du  même  rapport  supposé  imaginaire,  est  une 
quantité  comprise  entre  les  limites  o  et  i.  Cette  condition  sera  rem- 
plie, si  le  module  de  la  variable  x,  module  qui  se  réduit  à  la  valeur 
numérique  de  la  même  variable  quand  celle-ci  devient  imaginaire,  est 
inférieur  au  module  de  la  constante  a\  et  l'on  aura,  dans  cette  hypo- 
thèse, 

^\~'"  m  X        m{m-\-\)  x^ 


(2) 


a  /  i    a  1.2         a- 

1.2.3. ..(m  —  i)  2.3.4. ../Ji 


1 . 2 . 3 .  .  .  (  /?i  —  1  )        1 . 2 . 3 .  . .  (  /?«  —  I  )  a 

3 . 4  •  5 . . .  (  m  +  I  )  X- 

_j-  — lî^ ^^ 1-  . . . . 

1 .2.3. .  .(//i  —  i)  a- 

On  trouvera  par  suite 

(3)  A         ^(      iy„/A        m    Ax        m(m  +  i)   Xx^  \ 

^    ^         {x  —  a)'"     '^       '    \a"'         i    a'"+'  1.2         a'"^'^       •••y» 

et  si  l'on  fait,  pour  abréger, 

.       .     m     A     

(4)  {  ^-')"t  T^^-""'' 

,  .    ,  ^  m  (  m  +  I  )      A 


on  obtiendra  l'équation 

\x  —  u)  '"■ 
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Concevons  maintenant  que  l'on  multiplie  les  deux  membres  de  l'équa- 
tion précédente  par  (a  —  ce)"";  on  en  tirera 


:-i)'"A=[^ 


a^-^a;  -f 


t7i  {m  —  I  ) 


a'"-'x'+...±a;' 


(«o+«i^  +  «2-a?*  +  ...) 


(fi) 


l  I  .2 

m  (m  —  I  ) 


1 .2 


a"'-2(ao^'"  +  .  .  .+  a,„_2^'"+a,„_,a:'«+>-4-...) 


(a^a;'"    -i- a^       ^'«+'h-...) 


OU,  ce  qui  revient  au  même, 


(7) 


(— i)"'A  — «'"«0-^-  («'"«1  —  —  a'«-i«oj^ 


/7Z  (  /?Z  —  I  ) 


I  .2 


■ao  Lr- 


[ 


m 

a'"-  a„ a' 

I 


'««-1  + 


I  .2 


—  ^n—m     ■^ 


Cette  dernière  formule  devant  subsister  toutes  les  fois  que  le  module 
de  la  variable  x  est  inférieur  au  module  de  la  constante  a,  par  consé- 
quent toutes  les  fois  que  Ton  attribue  à  x  une  valeur  réelle  peu  diffé- 
rente de  zéro,  on  en  conclura,  par  des  raisonnements  semblables  à 
ceux  que  nous  avons  employés  pour  démontrer  le  théorème  VI  du 
Chapitre  VI  (§  IV), 


(8) 


(-0- 

A  =  a"'ao, 

a"^ai~ 

m 

a'"-*  «0  =  0, 

a"'a2- 

m                     m{m  — 

I) 

I                                 1.2 

a"^-^a.-^o. 
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et  généralement 

,    ,  m         ,  m  (m  —  i  )  „ 

(9)  a'"«« a'«-'«„_iH -^ a"'-^- Un-i— . .  .±  an-m  —  o. 

Il  est  essentiel  de  remarquer  que  l'équation  (9)  a  lieu  seulement  pour 
des  valeurs  entières  de  n  égales  ou  supérieures  à  m,  et  qu'elle  doit 
être  remplacée,  lorsqu'on  suppose  n<^m,  par  l'une  des  formules  (8). 
De  plus,  comme  l'équation  (9),  étant  linéaire  par  rapport  aux  con- 
stantes 

donnera  pour  la  première  de  ces  constantes  une  fonction  linéaire  de 
toutes  les  autres,  il  en  résulte  que,  dans  la  série 

(10)  a-o,     a^x,     «2-27%      ...,     a„^",      ... 

considérée  à  partir  du  terme  a'"a7,„,  le  coefficient  d'une  puissance 
quelconque  de  x  s'exprimera  en  fonction  linéaire  des  coelFicients  des 
puissances  inférieures  pris  consécutivement  et  en  nombre  égal  à  m. 
Cette  série  sera  donc  l'une  de  celles  que  nous  avons  nommées  rècur- 
rentes. 

Parmi  les  diverses  formules  particulières  qu'on  peut  déduire  de 
l'équation  (3),  il  est  bon  de  remarquer  celles  qui  correspondent  aux 
deux  suppositions  m  =  i,  m  =  2.  On  trouve,  dans  la  première  hypo- 
thèse, 

/     N  ^  /A       A  A    , 

X  —  a  \a        a^  a? 

et,  dans  la  seconde, 

/\  ^  A  A  „A,,A,' 

(12) ■=.  ~  -\~  1  --X  -\-  Z  —rX^  -\-  (s,  —  x^  -^ 

{x  —  ay-        a^  a^  a^  ^  a" 

Les  deux  formules  précédentes,  dont  la  première  détermine  la  somme 
d'une  progression  géométrique,  subsistent,  ainsi  que  l'équation  (3), 
toutes  les  fois  que  le  module  de  x  est  inférieur  au  module  de  a. 
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Lorsque  dans  l'équation  (12)  on  fait  en  même  temps 

A  =:  I,         a  =  I, 
on  obtient  la  suivante 

(i3) =14- 2^  +  3:r-+ 4^^  +  - • ', 

^     '  (^  —  1)^ 

qui  a  pour  second  membre  la  somme  de  la  série  (2)  (§  I),  et  suppose 
le  module  de  00  inférieur  à  l'unité. 

Considérons  maintenant  une  fraction  rationnelle  quelconque 

f{x),  Y{x)  étant  deux  fonctions  entières  de  la  variable  x.  Représen- 
tons par  tty  b,  c,  ...  les  diverses  racines  de  l'équation 

(15)  F(.^)=:0, 

par  m' le  nombre  des  racines  égales  à  a,  par  m"  le  nombre  des  racines 
égales  à  b,  par  m!"  le  nombre  des  racines  égales  à  c,  . . .,  et  par  k  le 
coefficient  de  la  plus  haute  puissance  de  x  dans  le  polynôme  F(a7),  en 
sorte  qu'on  ait 

(16)  F(^)  =r  k{x  —  a)"''{x  —  b)"'"{œ  —  c)'»" 

La  méthode  exposée  dans  le  Chapitre  précédent  fournira,  pour  la  dé- 

fix) 
composition  de  la  fraction  rationnelle  ^t — (  ^^  fractions  simples,  une 

équation  de  la  forme 


A 

+ 

Al 

(^• 

—  a)'"' 

{X 

—  a}'"'-' 

B 

+ 

B. 

{X 

—  by" 

{X- 

—  b)'""-' 

G 

Ct 

(17) 

I  G  Cl 

■ ;   H ^, H  .  .  .  + 

{x  —  c)'"       {x  —  cy-^ 


X  — 

a 

B,„ 

-1 

X  — 

0 

C/n". 

-1 

A,  A,, ...,  B,  B,,  ...,  C,  C,, ...,  etc.,  désignant  des  constantes  détermi- 
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nées,  et  R  une  fonction  entière  de  x  qui  s'évanouira  lorsque  le  degré 
du  polynôme  f{x)  sera  inférieur  à  celui  du  polynôme  Y{x).  Cela 
posé,  concevons  que  le  module  de  la  variable  x  soit  inférieur  aux  mo- 
dules des  diverses  racines  «,  6,  c,  . . .,  et  par  conséquent  au  plus  petit 
de  ces  modules.  On  pourra  développer  chacune  des  fractions  simples 
que  renferme  le  second  membre  de  l'équation  (17)  en  une  série  con- 
vergente ordonnée  suivant  les  puissances  ascendantes  de  la  variable  a;; 
puis,  en  ajoutant  les  développements  ainsi  formés  au  polynôme  R,  on 
obtiendra  une  nouvelle  série  convergente  toujours  ordonnée  suivant 
les  puissances  ascendantes  de  x,  et  dont  la  somme  sera  équivalente  à 

la  fraction  rationnelle  ^7 — :•  Soit 

(18)  «0,       «1^,       «2^%        ...,       OnX'\        ... 

la  nouvelle  série  dont  il  est  ici  question.  La  formule 

subsistera  toutes  les  fois  que  cette  nouvelle  série  sera  convergente, 
c'est-à-dire  toutes  les  fois  que  le  module  de  la  variable  x  sera  inférieur 
au  plus  petit  des  nombres  qui  servent  de  modules  aux  racines  de 
l'équation  (i5).  J'ajoute  que  la  série  (18)  sera  toujours  une  série 
récurrente.  C'est  ce  que  l'on  prouvera  aisément  ainsi  qu'il  suit. 

Désignons  par  m  la  somme  des  nombres  entiers  m',  m",  ni",  . . .,  ou, 
ce  qui  revient  au  même,  le  degré  du  polynôme  ^{oc),  et  faisons,  en 
conséquence, 

(20)  F(-27)  =  /i^'"+  lx"'-^-[- .  .  .  +  px  +  q, 

k,  l,  ...,  /7,  q  représentant  des  constantes  réelles  ou  imaginaires. 
L'équation  (19)  deviendra 

(21)  '. — ■    ,„   , =::ao-i- a.^+ a,^2  + 

kx"'-\-  Ix""-^-^.  .  .  +  px  +  q  0  '      1  2 

I. 

Après  l'avoir  mise  sous  la  forme 

(22)  f{x)  =  {q-\-  px-h...-^  lx"'-^  +  kx'"){a^-^a^x  4-  a^x^-i-...). 


328  COURS  D'ANALYSE. 

on  en  tirera,  en  développant  le  second  membre  comme  on  l'a  fait  pour 
l'équation  (6), 

lf{x)  =  qa^+{qai-{-pa^)x+... 
(28)    ',  -^{qa,n-\-pa,n-.i-^.  .  .+  lai-\-  kaQ)x"'-\-.  .. 

Cette  dernière  formule  devant  subsister  tant  que  le  module  de  la  va- 
riable X  est  inférieur  aux  modules  des  const.antes  a,  h,  c,  . ..,  on  dé- 
montrera, par  des  raisonnements  semblables  à  ceux  dont  nous  avons 
fait  usage  pour  établir  le  théorème  VI  du  Chapitre  VI  (§  IV),  que  les 
coefficients  des  puissances  semblables  de  x  dans  les  deux  membres 
sont  nécessairement  égaux  entre  eux.  Il  en  résulte  :  i"*  que  les  coeffi- 
cients des  diverses  puissances  de  x  dans  les  différents  termes  du  poly- 
nôme/(^c)  sont  respectivement  égaux  aux  coefficients  des  mêmes  puis- 
sances dans  la  série  dont  la  somme  constitue  le  second  membre  de 
l'équation  (28);  2''  que  dans  cette  série  les  coefficients  des  puissances 
dont  l'exposant  surpasse  le  degré  du  polynôme /(^)  se  réduisent  à 
zéro.  D'ailleurs,  si  l'on  considère  un  terme  de  la  série  dans  lequel  l'ex- 
posant n  de  la  variable  x  surpasse  le  degré  du  polynôme  f{oc),  et  soit 
en  même  temps  égal  ou  supérieur  à  m,  ce  terme  sera  de  la  forme 

Donc,  toutes  les  fois  que  la  valeur  de  n,  étant  supérieure  au  degré  du 
polynôme  f{x),  sera  de  plus  égale  ou  supérieure  au  degré  m  du  poly- 
nôme F(a:),  les  coefficients 

se  trouveront  assujettis  à  l'équation  linéaire 

(  2/4)  gan  +  pa^-i  +  .  .  .  +  lan-m+\  +  ka'n-,,,  —  o; 

et  par  suite,  pour  une  semblable  valeur  de'/2,  le  coefficient  a^  de  la 
puissance  xf"  s'exprimera  en  fonction  linéaire  de  ceux  des  puissances 
inférieures  prises  consécutivement  au  nombre  de  m.  La  série  (18) 
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sera  donc  l'une  de  celles  que  l'on  nomme  récurrentes.  Son  échelle  de 
relation  se  composera  des  constantes 

k,      l,      .  .  . ,     p,     q, 

respectivement  égales  aux  coefficients  des  diverses  puissances  de  x 
dans  le  polynôme  ^{x). 

Parmi  les  séries  qui  représentent  les  développements  des  fractions 
renfermées  dans  le  second  membre  de  la  formule  (17),  et  qui  sont 
toutes  convergentes  dans  le  cas  où  le  module  de  la  variable  x  reste 
inférieur  aux  modules  des  diverses  racines  de  l'équation  (i5),  l'une 
au  moins  deviendrait  divergente  si  le  module  de  la  variable  venait  à 
surpasser  celui  de  quelque  racine.  Par  suite,  la  série  (18),  toujours 
convergente  dans  le  premier  cas,  sera  divergente  dans  le  second. 
D'autre  part,  si  l'on  fait  croître  indéfiniment  le  nombre  entier  n,  et 
si  l'on  désigne  par  p„  le  module  du  coefficient  a^  dans  la  série  (18), 
cette  série  sera  convergente  ou  divergente  {voir  le  §  I)  suivant  que  le 
module  de  x  sera  inférieur  ou  supérieur  à  la  plus  petite  des  limites 

de  {o,^)  " .  Comme  les  deux  règles  de  convergence  que  nous  venons 
d'énoncer  doivent  nécessairement  s'accorder  entre  elles,  on  peut  con- 
clure que  le  plus  petit  des  modules  qui  correspondent  aux  racines  de 

l'équation  (i  5)  est  précisément  égal  à  la  plus  petite  des  limites  de  l'ex- 

_  t 
pression  (  p„  )   " . 

Lorsque  les  deux  fonctions/(^),  ^{x)  sont  réelles,  le  coefficient  a^ 

l'est  aussi,  et  son  module  p„  ne  diffère  pas  de  sa  valeur  numérique.  Si 

dans  la  même  hypothèse  l'équation  Y(x)  =  o  n'a  que  des  racines 

réelles,  la  racine  qui  aura  la  plus  petite  valeur  numérique  sera, 

d'après  ce  qu'on  vient  de  dire,  égale  (au  signe  près)  à  la  plus  petite 

_  1 

des  limites  de  (p„)   ".  Enfin,  si  le  rapport  -^  converge  vers  une 

limite  fixe,  on  pourra  la  substituer  (Chap.  II,  §  III,  théorème  II)  à 

1 
la  limite  cherchée  de  l'expression  (p)   ".  Cette  remarque  conduit  à  la 

règle  qu'a  donnée  Daniel  Bernoulli  pour  déterminer  numériquement 

OEiwrcs  de  C.  —  S.  U,  t.  ni.  l\2 
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la  plus  petite  (abstraction  faite  du  signe)  de  toutes  les  quantités  qui 
représentent  les  racines  supposées  réelles  d'une  équation  algébrique. 


§  11 1.  —  Sommation  des  séries  récurrentes,  et  fixation 
de  leurs  termes  généraux. 

Lorsqu'une  série  ordonnée  suivant  les  puissances  ascendantes  de  la 
variable  x  est  à  la  fois  convergente  et  récurrente,  elle  a  toujours  pour 
somme  une  fraction  rationnelle.  En  effet,  soit 

(i)  ao,     a^x,     a^x^-,      ...,     GnX",      ... 

une  semblable  série,  et  supposons  que,  pour  des  valeurs  de  n  supé- 
rieures a  une  certaine  limite,  le  coefficient  a^  de  la  puissance  x"  soit 
déterminé,  en  fonction  linéaire  des  coefficients  des  puissances  infé- 
rieures pris  en  nombre  égal  à  n,  par  une  équation  de  la  forme 

en  sorte  que  les  constantes 

k,    l,     ...,    p,    q 

forment  l'échelle  de  relation  de  la  série.  Si  l'on  multiplie  la  somme  de 
cette  série,  savoir 

«oH- «i-r  4- «2^'  + •  •  • 

par  le  polynôme 

kx'^^-^- Ix"^-^ -\- . .  .-\- px -\- q, 

le  produit  obtenu  sera  la  somme  d'une  nouvelle  série  dans  laquelle 
le  coefficient  de  x" ,  calculé  comme  dans  le  Chapitre  VI  (§  IV,  théo- 
rème V),  s'évanouira  pour  des  valeurs  de  n  supérieures  à  la  limite 
assignée.  En  d'autres  termes,  le  produit  dont  il  est  question  sera  un 
nouveau  polynôme  d'un  degré  marqué  par  cette  limite.  Si  l'on  désigne 
ce  nouveau  polynôme  par/(^),  on  aura 

(3)        f{-^)  —  {kx''^-\-  /j7'"-'  -\-.  .  .-t- px  -i-  q){ao-i-  aiX  -]-  a^x-  -]-  . .  .) 
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et,  par  suite, 


kx"'+  lx"'-^-T-.  .  .-T-  px 


Donc  toute  série  qui,  ordonnée  suivant  les  puissances  ascendantes  et 
entières  de  la  variable  x,  est  à  la  fois  convergente  et  récurrente,  a 
pour  somme  une  fraction  rationnelle,  dont  le  dénominateur  est  un 
polynôme  dans  lequel  les  puissances  successives  de  x  ont  pour  coef- 
ficients les  différents  termes  de  l'échelle  de  relation  de  la  série. 

Lorsque  pour  faire  connaître  une  série  récurrente  on  donne  seule- 
ment ses  premiers  termes  et  l'échelle  de  relation  qui  sert  à  déduire 
des  premiers  termes  tous  ceux  qui  les  suivent,  on  détermine  sans 
peine,  à  l'aide  de  la  méthode  que  nous  venons  d'indiquer,  la  frac- 
tion rationnelle  qui  représente  la  somme  de  la  série  dans  le  cas  où 
elle  demeure  convergente.  Cette  fraction  rationnelle  étant  calculée, 
on  pourra  lui  substituer  une  somme  de  fractions  simples  augmentée, 
s'il  y  a  lieu,  d'une  fonction  entière  de  la  variable  x\  et,  si  l'on  cherche 
ensuite  les  séries  récurrentes  qui,  pour  des  valeurs  de  x  convenable- 
ment choisies,  expriment  les  développements  des  fractions  simples 
dont  il  s'agit,  on  obtiendra,  en  ajoutant  les  termes  généraux  de  ces 
mêmes  séries,  le  terme  général  de  la  série  proposée. 


NOTES. 


4 
NOTE  I. 

SUR   LA   THÉORIE    DES   QUANTITÉS   POSITIVES    ET   NÉGATIVES. 


On  a  beaucoup  disputé  sur  la  nature  des  quantités  positives  ou  négatives, 
et  l'on  a  donné  à  ce  sujet  diverses  théories.  Celle  que  nous  avons  adoptée 
{voir  les  Préliminaires,  pages  2  et  3)  nous  paraît  la  plus  propre  à  éclaircir 
toutes  les  difficultés.  Nous  allons  d'abord  la  rappeler  en  peu  de  mots.  Nous 
montrerons  ensuite  comment  l'on  en  déduit  la  règle  des  signes. 

De  même  qu'on  voit  l'idée  de  nombre  naître  de  la  mesure  des  grandeurs, 
de  même  on  acquiert  l'idée  de  quantité  (positive  ou  négative)  lorsque  l'on 
considère  chaque  grandeur  d'une  espèce  donnée  comme  devant  servir  à  l'ac- 
croissement ou  à  la  diminution  d'une  autre  grandeur  fixe  de  même  espèce. 
Pour  indiquer  cette  destination,  on  représente  les  grandeurs  qui  doivent 
servir  d'accroissements  par  des  nombres  précédés  du  signe  +,  et  les  gran- 
deurs qui  doivent  servir  de  diminutions  par  des  nombres  précédés  du 
signe  — .  Cela  posé,  les  signes  +  ou  —  placés  devant  les  nombres  peu- 
vent être  comparés,  suivant  la  remarque  qui  en  a  été  faite  ('),  à  des 
adjectifs  placés  auprès  de  leurs  substantifs.  On  désigne  les  nombres  pré- 
cédés du  signe  -i-  sous  le  nom  de  quantités  positives,  et  les  nombres 
précédés  du  signe  —  sous  le  nom  de  quantités  négatives.  Enfin,  l'on  est 
convenu  de  ranger  les  nombres  absolus  qui  ne  sont  précédés  d'aucun  signe 
dans  la  classe  âes  quantités  positives;  et  c'est  pour  cette  raison  qu'on  se 
dispense  quelquefois  d'écrire  le  signe  -+-  devant  les  nombres  qui  doivent 
représenter  des  quantités  de  cette  espèce. 

En  Arithmétique,  on  opère  toujours  sur  des  nombres  dont  la  valeur  par- 
ticulière est  connue,  et  qui  sont  par  conséquent  donnés  en  chiffres;  tandis 
que  dans  l'Algèbre,  où  l'on  considère  les  propriétés  générales  des  nombres, 

(')  Transactions  pliilosopldques,  année  180G. 
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on  représente  ordinairement  ces  mêmes  noml)res  par  des  lettres.  Une  quan- 
tité se  trouve  alors  exprimée  par  une  lettre  précédée  du  signe  +  ou  — .  Au 
reste,  rien  n'empêche  de  représenter  les  quantités  par  de  simples  lettres 
aussi  bien  que  les  nombres.  C'est  un  artifice  qui  augmente  les  ressources  de 
l'Analyse;  mais,  lorsqu'on  veut  en  faire  usage,  il  est  nécessaire  d'avoir  égard 
aux  conventions  suivantes. 

Comme,  dans  le  cas  où  la  lettre  A  représente  un  nombre,  on  peut,  d'après 
ce  qui  a  été  dit  ci-dessus,  désigner  la  quantité  positive  dont  la  valeur  numé- 
rique est  égale  à  A,  soit  par  -i- A,  soit  par  A  seulement,  tandis  que  — A 
désigne  la  quantité  opposée,  c'est-à-dire  la  quantité  négative  dont  A  est  la 
valeur  numérique  :  ainsi,  dans  le  cas  où  la  lettre  a  représente  une  quantité, 
on  regarde  comme  synonymes  les  deux  expressions  a  et  -i-a,  et  l'on  désigne 
par  —  a  la  quantité  opposée. 

D'après  ces  conventions,  si  l'on  représente  par  A  soit  un  nombre,  soit  une 
quantité  quelconque,  et  que  l'on  fasse 

a  =:  4-  A,  ft  r=^  A, 

on  aura 

+  «iir-i-A,         4-6=— A, 

—  «  = —  A,  — 6=z:+A. 

Si  dans  les  quatre  dernières  équations  on  remet  pour  «  et  6  leurs  valeurs 
entre  parenthèses,  on  obtiendra  les  formules 

(  +(4-A)=z+A,        -^(-A)— -A, 

(0  • 

(  _(+A)=-A,         _(_A)z=+A. 

Dans  chacune  de  ces  formules  le  signe  du  second  membre  est  ce  qu'on  appelle 
le  produit  des  deux  signes  du  premier.  Multiplier  deux  signes  l'un  par  l'autre, 
c'est  former  leur  produit.  L'inspection  seule  des  équations  (i)  suffît  pour  éta- 
blir la  règle  des  signes,  comprise  dans  le  théorème  que  je  vais  énoncer. 

Théorème  L  —  Le  produit  de  deux  signes  semblables  est  toujours  -\-,  et  le 
produit  de  deux  signes  opposés  est  toujours  — . 

Il  suit  encore  des  mêmes  équations  que  le  produit  de  deux  signes,  lorsque 
l'un  des  deux  est  4-,  reste  égal  à  l'autre.  Si  donc  on  a  plusieurs  signes  à 
multiplier  entre  eux,  on  pourra  faire  abstraction  de  tous  les  signes  4-.  De 
cette  remarque  on  déduit  facilement  les  propositions  suivantes  : 

Théorème  IL    —  Si  ion  multiplie  plusieurs  signes  les  uns  par  les  autres 


NOTE  I.  335 

dans  un  ordre  quelconque,  le  produit  sera  toujours  +,  lorsque  les  signes  — 
seront  en  nombre  pair,  et  le  produit  sera  — ,  da?is  le  cas  contraire. 

Théorème  III.  —  Le  produit  de  tant  de  signes  que  l'on  voudra  reste  le 
même,  dans  quelque  ordre  qu'on  les  multiplie. 

Une  conséquence  immédiate  des  définitions  qui  précèdent,  c'est  que  la  mul- 
tiplication des  signes  n'a  aucun  rapport  avec  la  multiplication  des  nombres. 
Mais  on  n'en  sera  point  étonné,  si  l'on  observe  que  la  notion  du  produit 
de  deux  signes  se  présente  dès  les  premiers  pas  que  l'on  fait  en  Analyse, 
puisque  dans  l'addition  ou  la  soustraction  d'un  monôme  on  multiplie  réelle- 
ment le  signe  de  ce  monôme  par  le  signe  +  ou  — . 

En  partant  des  principes  que  nous  venons  d'établir,  on  lèvera  facilement 
toutes  les  difficultés  que  peut  offrir  l'emploi  des  signes  +  et  —  dans  les  opé- 
rations de  l'Algèbre  et  de  la  Trigonométrie.  Seulement  il  faudra  distinguer 
avec  soin  les  opérations  relatives  aux  nombres  de  celles  qui  se  rapportent 
aux  quantités  positives  ou  négatives.  On  devra  surtout  s'attacher  à  fixer 
d'une  manière  précise  le  but  des  unes  et  des  autres,  à  définir  leurs  résul- 
tats et  à  en  montrer  les  propriétés  principales.  C'est  ce  que  nous  allons 
essayer  de  faire  en  peu  de  mots,  pour  les  diverses  opérations  que  l'on  a  cou- 
tume d'exécuter. 

ADDITION  ET  SOUSTRACTION. 

Sommes  et  différences  des  nombres.  —  Ajouter  au  nombre  A  le  nombre  B  ou, 
en  d'autres  termes,  faire  subir  au  nombre  A  l'accroissement  +  B,  c'est  ce 
qu'on  appelle  faire  une  addition  arithmétique.  Le  résultat  de  cette  opération 
s'appelle  somme.  On  l'indique  en  plaçant  à  la  suite  du  nombre  A  son  accrois- 
sement -f-  B,  ainsi  qu'il  suit  : 

A  +  B. 

On  ne  démontre  pas,  mais  on  admet  comme  évident  que  la  somme  de  plu- 
sieurs nombres  reste  la  même  dans  quelque  ordre  qu'on  les  ajoute.  C'est  un 
axiome  fondamental  sur  lequel  reposent  l'Arithmétique,  l'Algèbre  et  toutes 
les  sciences  de  calcul. 

La  soustraction  arithmétique  est  l'inverse  de  l'addition.  Elle  consiste  à 
retrancher  d'un  premier  nombre  A  un  second  nombre  B,  c'est-à-dire  à  cher- 
cher un  troisième  nombre  C  qui,  ajouté  au  second,  reproduise  le  premier. 
C'est  là  aussi  ce  qu'on  appelle  faire  subir  au  nombre  A  la  diminution  —  B. 
Le  résultat  de  cette  opération  se  nomme  différence.  On  l'indique  en  plaçant 
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à  la  suite  du  nombre  A  la  diminution  —  B,  ainsi  qu'il  suit  : 

A-B. 

Quelquefois  on  désigne  la  différence  A  — -  B  sous  le  nom  d'excès,  ou  de  reste, 
ou  de  rapport  arithmétique  entre  les  deux  nombres  A  et  B. 

Sommes  et  différences  des  quantités.  —  Nous  avons  expliqué  dans  les  préli- 
minaires ce  que  c'est  qu'ajouter  deux  quantités  entre  elles.  En  ajoutant  plu- 
sieurs quantités  les  unes  aux  autres,  on  obtient  ce  qu'on  appelle  leur  somme. 
Il  est  facile  de  démontrer,  en  s'appuyanl  sur  l'axiome  relatif  à  l'addition  des 
nombres,  la  proposition  suivante  : 

ÏHÉonÈME  IV.  —  La  somme  de  plusieurs  quantités  reste  la  même,  dans 
quelque  ordre  qu'on  les  ajoute. 

On  indique  la  somme  unique  de  plusieurs  quantités  par  la  simple  juxta- 
position des  lettres  qui  représentent  soit  leurs  valeurs  numériques,  soit  les 
quantités  elles-mêmes,  chaque  lettre  étant  précédée  du  signe  qu'elle  doit 
avoir  pour  rester  ou  devenir  propre  à  exprimer  la  quantité  correspondante. 
Les  différentes  lettres  peuvent  d'ailleurs  être  disposées  dans  un  ordre  quel- 
conque, et  il  est  permis  de  supprimer  le  signe  +  devant  la  première  lettre. 
Considérons,  par  exemple,  les  ([uantités 

a,     b,     c,     ...,     — /,     ~g,     —h,     

Leur  somme  pourra  être  représentée  par  l'expression 

a—f—g  +  b  —  h  +  c-i-.... 

Dans  une  semblable  expression,  chacune  des  quantités 

a,     o,     c,      •  .  • ,     '^  ji     '   ■  S^  ">      •  •  • 

est  ce  qu'on  appelle  un  monôme.  L'expression  elle-même  est  un  polynôme 
dont  les  monômes  en  question  sont  les  différents  termes. 

Lors(iu'un  polynôme  renferme  seulement  deux,  trois,  quatre,  .  ..  termes, 
il  prend  le  nom  de  binôme,  trinôme,  quadrinôme,  .... 

On  prouve  aisément  que  deux  polynômes  dont  tous  les  termes  sont  égaux 
et  de  signes  contraires  représentent  deux  quantités  opposées. 

La  dijjérence  entre  une  première  quantité  et  une  seconde,  c'est  une  troi- 
sième quantité  qui,  ajoutée  à  la  seconde,  reproduit  la  première.  En  parlant 
de  celte  définition,  on  démontre  que,  pour  soustraire  d'une  première  quan- 
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tité  a  une  seconde  quantité  b,  il  suffit  d'ajouter  à  la  première  la  quantité 
opposée  à  b,  c'est-à-dire  —  b.  On  en  conclut  que  la  différence  des  deux  quan- 
tités a  et  b  doit  être  représentée  par 


Nota.  —  La  soustraction  étant  l'inverse  de  l'addition  peut  toujours  s'indi- 
quer de  deux  manières.  Ainsi,  par  exemple,  pour  exprimer  que  la  quantité  c 
est  la  différence  des  deux  quantités  a  et  b,  on  peut  écrire  indifféremment 

a  —  b  =1  c         ou         a  =  Z>4-c. 


MULTIPLICATION  ET  DIVISION. 

Produits  et  quotients  des  nombres.  —  Multiplier  le  nombre  A  par  le  nombre  B, 
c'est  opérer  sur  le  nombre  A  précisément  comme  on  opère  sur  l'unité  pour 
obtenir  B.  Le  résultat  de  cette  opération  est  ce  qu'on  appelle  le  produit  de  A 
par  B.  Pour  bien  comprendre  la  définition  précédente  de  la  multiplication, 
il  faut  distinguer  différents  cas  suivant  l'espèce  du  nombre  B.  Or  ce  nombre 
peut  être  tantôt  rationnel,  c'est-à-dire  entier  ou  fractionnaire,  tantôt  irra- 
tionnel, c'est-à-dire  non  rationnel. 

Lorsque  B  est  un  nombre  entier,  il  suffit,  pour  obtenir  B,  d'ajouter  l'unité 
plusieurs  fois  de  suite  à  elle-même.  Il  faudra  donc  alors,  pour  former  le  pro- 
duit de  A  par  B,  ajouter  le  nombre  A  à  lui-même  un  pareil  nombre  de  fois, 
c'est-à-dire  faire  la  somme  d'autant  de  nombres  égaux  à  A  qu'il  y  a  d'unités 
dans  B. 

Lorsque  B  est  une  fraction  qui  a  pour  numérateur  m  et  pour  dénomina- 
teur n,  l'opération  par  laquelle  on  parvient  au  nombre  B  consiste  à  partager 
l'unité  en  n  parties  égales  et  à  répéter  m  fois  le  résultat  trouvé.  On  obtiendra 
donc  alors  le  produit  de  A  par  B,  en  partageant  le  nombre  A  en  n  parties 
égales,  et  répétant  l'une  de  ces  parties  m  fois. 

Lorsque  B  est  un  nombre  irrationnel,  on  peut  en  obtenir  en  nombres 
rationnels  des  valeurs  de  plus  en  plus  approchées.  On  fait  voir  aisément 
que  dans  la  même  hypothèse  le  produit  de  A  par  les  nombres  rationnels 
dont  il  s'agit  s'approche  de  plus  en  plus  d'une  certaine  limite.  Cette  limite 
sera  le  produit  de  A  par  B.  Si  l'on  suppose,  par  exemple,  B  =r:  o,  on  trouvera 
une  limite  nulle,  et  l'on  en  conclura  que  le  produit  d'un  nombre  quelconque 
■par  zéro  s'évanouit. 

Dans  la  multiplication  de  A  par  B,  le  nombre  A  s'appelle  multiplicande,  et 

OEuvres  de  C,  S.  II,  t.  III.  4^ 
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le  nombre  B  multiplicateur.  Ces  deux  nombres  sont  aussi  désignés  conjoin- 
tement sous  le  nom  da  facteurs  du  produit. 

Pour  indiquer  le  produit  de  A  par  B,  on  emploie  indifféremment  l'une  des 
trois  notations  suivantes  : 

BxA,     B.A,     BA. 

Le  produit  de  plusieurs  nombres  reste  le  même  dans  quelque  ordre  qu'on 
les  multiplie.  Celte  proposition,  lorsqu'il  s'agit  de  deux  ou  trois  facteurs 
entiers  seulement,  se  déduit  de  l'axiome  relatif  à  l'addition  des  nombres. 
On  peut  ensuite  la  démontrer  successivement  :  i°  pour  deux  ou  trois  fac- 
teurs rationnels;  2°  pour  deux  ou  trois  facteurs  irrationnels;  3°  enfin  pour 
un  nombre  quelconque  de  facteurs  rationnels  ou  irrationnels. 

Diviser  le  nombre  A  par  le  nombre  B,  c'est  chercber  un  troisième  nombre 
dont  le  produit  par  B  soit  égal  à  A.  L'opération  par  laquelle  on  y  parvient 
s'appelle  division,  et  le  résultat  de  cette  opération  quotient.  ])e  plus,  le 
nombre  A  prend  le  nom  de  dividende,  et  le  nombre  B  celui  de  diviseur. 

Pour  indiquer  le  quotient  de  A  par  B,  on  emploie  à  volonté  l'une  des  deux 
notations  suivantes  : 

r  ^■■^- 

Quelquefois  on  désigne  le  quotient  A:B  sous  le  nom  de  rapport  ou  raison 
géométrique  des  deux  nombres  A  et  B. 

L'égalité  de  deux  rapports  géométriques  A  :  B,  C  :  D  ou,  en  d'autres  termes, 
l'équation 

A:Br=C:D 

est  ce  qu'on  appelle  une  proportion  géométrique.  Ordinairement  au  lieu  du 
signe  =  on  emploie  le  suivant  ::  qui  a  la  môme  valeur,  et  l'on  écrit 

A:B::C:D. 

Nota.  —  Lorsque  B  est  un  nombre  entier,  diviser  A  par  B,  c'est,  d'après 
la  définition,  cbercber  un  nombre  qui,  répété  B  fois,  reproduise  A.  C'est 
donc  partager  le  nombre  A  en  autant  de  parties  égales  qu'il  y  a  d'unités 
dans  B.  On  conclut  facilement  de  cette  remarque  que,  si  m  et  n  désignent 
deux  nombres  entiers,  la  n'"'""  partie  de  l'unité  devra  être  représentée  par 

I 

—  > 
n 
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et  la  fraction,  qui  a  pour  numérateur  m  et  pour  dénominateur  w,  par 


I 
m  X  —' 

Telle  est,  en  effet,  la  notation  par  laquelle  on  doit  naturellement  désigner  la 
fraction  dont  il  s'agit.  Mais,  comme  on  prouve  aisément  que  le  produit 

I 

m  X  — 

II 

nx 
est  équivalent  au  quotient  de  m  par  «,  c'est-à-dire  à  —  >  il  en  résulte  que  la 

même  fraction  peut  être  représentée  plus  simplement  par  la  notation 

m 
II 

Produits  et  quotients  des  quantités.  —  he  produit  d'une  pi-emière  quantité 
par  une  seconde  est  une  troisième  quantité  qui  a  pour  valeur  numérique  le 
produit  des  valeurs  numériques  des  deux  autres,  et  pour  signe  le  produit  de 
leurs  signes.  Multiplier  deux  quantités  l'une  par  l'autre,  c'est  former  leur 
produit.  L'une  des  deux  quantités  s'appelle  multiplicateur,  l'autre  multipli- 
cande, et  toutes  les  deux  conjointement  facteurs  du  produit. 

Ces  définitions  étant  admises,  on  établira  facilement  la  proposition  sui- 
vante : 

Théorème  V.  —  Le  produit  de  plusieurs  quantités  reste  le  même,  dans 
quelque  ordre  qu'on  les  multiplie. 

Pour  démontrer  cette  proposition,  il  suffit  de  combiner  la  proposition 
semblable  relative  aux  nombres  avec  le  théorème  111  relatif  aux  signes 
{voir  ci-dessus,  page  335). 

Diviser  une  première  quantité  par  une  seconde,  c'est  chercher  une  troi- 
sième quantité  qui,  multipliée  par  la  seconde,  reproduise  la  première.  L'opé- 
ration par  laquelle  on  y  parvient  s'appelle  division;  la  première  quantité 
dividende,  la  seconde  diviseur,  et  le  résultat  de  l'opération  quotient.  Quel- 
quefois on  désigne  le  quotient  sous  le  nom  de  rapport  ou  raison  géomé- 
trique des  deux  quantités  données.  En  partant  des  définitions  précédentes, 
on  prouve  facilement  que  le  quotient  de  deux  quantités  a  pour  valeur  numé- 
rique le  quotient  de  leurs  valeurs  numériques,  et  pour  signe  le  produit  de 
leurs  signes. 
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La  multiplication  et  la  division  des  quantités  s'indiquent  tout  comme  la 
multiplication  et  la  division  des  nombres. 

Nous  dirons  que  deux  quantités  sont  inverses  l'une  de  l'autre  lorsque  le 
produit  de  ces  deux  quantités  sera  l'unité.  D'après  cette  définition,  la  quan- 

tile  a  aura  pour  inverse  ->  et  réciproquement. 

On  a  remarqué  plus  haut  que  ce  qu'on  appelle  fraction  en  Arithmétique 
est  égal  au  rapport  ou  quotient  de  deux  nombres  entiers.  En  Algèbre,  on 
désigne  aussi  sous  le  nom  de  fraction  le  rapport  ou  quotient  de  deux  quan- 
tités quelconques.  Si  donc  a  el  b  représentent  deux  quantités,  leur  rap- 

port  j  sera  une  fraction  algébrique. 

Nous  observerons  encore  que  la  division,  étant  une  opération  inverse  de 
la  multiplication,  peut  toujours  s'indiquer  de  deux  manières.  Ainsi,  par 
exemple,  pour  exprimer  que  la  quantité  c  est  le  quotient  de  deux  quan- 
tités a  et  b,  on  peut  écrire  indifféremment 

Y  ^=^c        ou         a  =  bc. 
b 

Les  produits  et  quotients  de  nombres  et  de  quantités  jouissent  de  pro- 
priétés générales  auxquelles  on  a  souvent  recours.  Nous  avons  déjà  parlé 
de  celle  qu'a  tout  produit  de  rester  le  môme,  dans  quelque  ordre  que  l'on 
multiplie  ses  facteurs.  D'autres  propriétés  non  moins  remarquables  se  trou- 
vent comprises  dans  les  formules  que  je  vais  écrire. 

Soient 

a,   b,  c,    .  . . ,  k,     a' ,   b' ,    .  .  . ,     a" ,  b" ,    . . . ,      ... 

plusieurs  suites  de  quantités  positives  ou  négatives.  On  aura,  pour  toutes  les 
valeurs  possibles  de  ces  mêmes  quantités, 

k{a  +  b  +  c  + .  .  .)=zka-^-  kb  -\-  kc  -\-.  .  .y 


(2) 


a  H- 

b  -^  c  -\-. .  . 

abc 

k 

a        a' 

a" 
X  ^„  X  . . . 

aa' a" .  .  . 

—  bb'b"...' 

k  _  bk 
a  ~^   a 

a 

b 

Les  quatre  formules  qui  précèdent  donnent  lieu  à  une  foule  de  conséquences 
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qu'il  serait  trop  long  d'éaumérer  ici  en  détail.  On  conclura,  par  exemple,  de 
la  troisième  formule  :  i°  que  les  fractions 


a        ka 


sont  égales  entre  elles,  a,  b,  k  désignant  des  quantités  quelconques;  2°  que 

la  fraction  j  a  pour  inverse  -;  3°  que,  pour  diviser  une  quantité  k  par  une 

autre  quantité  a,  il  suffit  de  multiplier  A-  par  la  quantité  inverse  de  a, 
c  est-a-dire  par 


a 


ELEVATION  AUX  PUISSANCES.  EXTRACTION  DES  RACINES. 

Puissances  et  racines  des  nombres.  Exposants  positifs.  —  Elever  le  nombre  A 
à  \di puissance  marquée  par  le  nombre  B,  c'est  chercher  un  troisième  nombre 
qui  soit  formé  de  A  par  la  multiplication,  comme  B  est  formé  de  l'unité  par 
l'addition.  Le  résultat  de  cette  opération  faite  sur  le  nombre  A  est  ce  qu'on 
appelle  sa  puissance  du  degré  B.  Pour  bien  concevoir  la  définition  précé- 
dente de  l'élévation  aux  puissances,  il  faut  distinguer  trois  cas,  suivant  que 
le  nombre  B  est  entier,  fractionnaire  ou  irrationnel. 

Lorsque  B  désigne  un  nombre  entier,  ce  nombre  est  la  somme  de  plu- 
sieurs unités.  La  puissance  de  A,  du  degré  B,  doit  donc  alors  être  le  produit 
d'autant  de  facteurs  égaux  à  A  qu'il  y  a  d'unités  dans  B. 

Lorsque  B  représente  une  fraction  —  {m  et  n  étant  deux  nombres  entiers), 

il  faut,  pour  obtenir  cette  fraction  :  1°  chercher  un  nombre  qui,  répété  n  fois, 
reproduise  l'unité;  2°  répéter  m  fois  le  nombre  dont  il  s'agit.  Il  faudra  donc 

m. 
alors,  pour  obtenir  la  puissance  de  A,  du  degré  —  :   1°  chercher  un  nombre 

tel  que  la  multiplication  de  n  facteurs  égaux  à  ce  nombre  reproduise  A; 
2°  former  un  produit  de  m  facteurs  égaux  à  ce  même  nombre.  Quand  on 
suppose  en  particulier  m=:i,  la  puissance  de  A  que  l'on  considère  se  réduit 

à  celle  du  degré  -5  et  se  trouve  déterminée  par  la  seule  condition  que  le 

nombre  A  soit  équivalent  au  produit  de  n  facteurs  égaux  à  cette  môme  puis- 
sance. 

Lorsque  B  est  un  nombre  irrationnel,  on  peut  en  obtenir  en  nombres  ra- 
tionnels des  valeurs  de  plus  en  plus  rapprochées.  On  prouve  facilement  que 
dans  la  même  hypothèse  les  puissances  de  A,  marquées  par  les  nombres  ra- 


3tô  COURS  D'ANALYSE. 

tionnels  dont  il  s'agit,  s'approchent  de  plus  en  plus  d'une  certaine  limite. 
Cette  limite  est  la  puissance  de  A  du  degré  B. 

Dans  l'élévation  du  nombre  A  à  la  puissance  du  degré  B,  le  nombre  A  s'ap- 
pelle racine,  et  le  nombre  B,  qui  marque  le  degré  de  la  puissance,  exposant. 
Pour  représenter  la  puissance  de  A  du  degré  B,  on  se  sert  de  la  notation  sui- 
vante 

A». 

D'après  les  définitions  qui  précèdent,  la  première  puissance  d'un  nombre 
n'est  autre  chose  que  ce  nombre  lui-même.  Sa  seconde  puissance  est  le  pro- 
duit de  deux  facteurs  égaux  à  ce  nombre,  sa  troisième  de  trois  semblables  fac- 
teurs, et  ainsi  de  suite.  Des  considérations  géométriques  ont  conduit  à  dési- 
gner la  seconde  puissance  sous  le  nom  de  carré,  et  la  troisième  sous  le  nom 
de  cube.  Quant  à  la  puissance  du  degré  zéro,  elle  sera  la  limite  vers  laquelle 
converge  la  puissance  du  degré  B,  tandis  que  le  nombre  B  décroît  indéfini- 
ment. Il  est  aisé  de  faire  voir  que  cette  limite  se  réduit  à  l'unité;  d'où  il  résulte 

qu'on  a,  en  général, 

A»  =  i. 

Nous  supposons  toutefois  que  la  valeur  du  nombre  A  reste  finie  et  diffère  de 
zéro. 

Extraire  du  nombre  A  la  racine  marquée  par  le  nombre  B,  c'est  chercher 
un  troisième  nombre  qui,  élevé  à  la  puissance  du  degré  B,  reproduise  A. 
L'opération  par  laquelle  on  y  parvient  s'appelle  extraction^  et  le  résultat  de 
l'opération  est  la  racine  de  A  du  degré  B.  Le  nombre  B,  qui  marque  le  degré 
de  la  racine,  se  nomme  indice.  Pour  la  représenter,  on  se  sert  de  la  notation 
suivante  :  * 

"v/Â. 

Les  racines  du  second  et  du  troisième  degré  sont  ordinairement  désignées 
sous  le  nom  de  racines  carrées  et  cubiques.  Lorsqu'il  s'agit  d'une  racine 
carrée,  on  se  dispense  presque  toujours  d'écrire  au-dessus  du  signe  sj  l'in- 
dice 2  de  cette  racine.  Ainsi  les  deux  notations 

v/Â,    \Jk 
doivent  être  considérées  comme  équivalentes. 

Nota.  —  L'extraction  des  racines  des  nombres,  étant  l'inverse  de  leur  élé- 
vation aux  puissances,  peut  toujours  être  indiquée  de  deux  manières.  Ainsi, 
par  exemple,  pour  exprimer  (|ue  le  nombre  C  est  égal  à  la  racine,de  A,  du 
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degré  B,  on  peut  écrire  à  volonté 

A  =  C»        ou        C  =  v/Â. 

Remarquons  encore  qu'en  vertu  des  définitions,  si  l'on  désigne  par  n  un 

nombre  entier  quelconque,  A"  sera  un  nombre  tel  que  la  multiplication  de 
n  facteurs  égaux  à  ce  nombre  reproduise  A.  En  d'autres  termes,  on  aura 

(A^y^A, 

d'où  l'on  conclura 

A"  =  ^. 

Ainsi,  lorsque  n  est  un  nombre  entier,  la  puissance  de  A,  du  degré  ->  et  la 

racine  /^■ème  de  A  sont  des  expressions  équivalentes.  On  prouve  facilement 
qu'il  en  est  de  même  dans  le  cas  oh  l'on  remplace  le  nombre  entier  n  par  un 
nombre  quelconque. 

Puissances  des  nombres.  Exposants  négatifs.  —  Élever  le  nombre  A  à  la  puis- 
sance marquée  par  Vexposant  négatif  —'Q,  c'est  diviser  l'unité  par  A^.  La  va- 
leur de  l'expression 

A-« 

se  trouve  donc  déterminée  par  l'équation 

A** 

qu'on  peut  aussi  mettre  sous  la  forme 

Aï*A-B  =  i. 

Par  suite,  si  l'on  élève  un  môme  nombre  à  deux  puissances  marquées  par 
deux  quantités  opposées,  on  obtiendra  pour  résultats  deux  quantités  positives 
inverses  l'une  de  l'autre. 

Puissances  et  racines  réelles  des  quantités.  —  Si,  dans  les  définitions  que 
nous  avons  données  des  puissances  et  racines  des,  nombres  correspondantes  à 
des  exposants,  ou  entiers,  ou  fractionnaires,  on  substitue  le  mot  de  quantités 
à  celui  de  nombres,  on  obtiendra  les  définitions  suivantes  pour  les  puissances 
et  racines  réelles  des  quantités. 

Élever  la  quantité  a  à  la  puissance  réelle  du  degré  m,  m  étant  un  nombre 
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entier,  c'est  former  le  produit  d'autant  de  facteurs  égaux  à  «qu'il  va  d'unités 
dans  m. 

Élever  la  quantité  a  à  la  puissance  réelle  du  désiré  —,  m  et  n  étant  deux 

/i 

nombres  entiers,  c'est,  en  supposant,  pour  éviter  toute  incertitude,  la  frac- 

lion  —  réduite  a  sa  plus  simple  expression,  former  un  produit  de  m  facteurs 

égaux  et  tellement  choisis  que  la  «'«'"«  puissance  de  chacun  d'eux  soit  équi- 
valente à  la  quantité  a. 

771 

Extraire  de  la  quantité  a  la  racine  réelle  du  degré  m  ou  —,  c'est  chercher 

n 

nt 
une  nouvelle  quantité  qui,  élevée  à  la  puissance  réelle  du  degré  /n  ou  —  > 

reproduise  a.  D'après  cette  définition,  la  71''-'°"'  racine  réelle  d'une  quantité 

est  évidemment  la  même  chose  que  sa  puissance  réelle  du  degré  -•  De  plus, 

on  prouvera  facilement  que  la  racine  du  degré  —  équivaut  à  la  puissance  du 

,  m 
.degré  —  • 
n 

Enfin,  élever  la  quantité  a  à  la  puissance  réelle  du  degré  —  m  ou > 

c'est  diviser  l'unité  par  cette  même  quantité  a  élevée  à  la  puissance  réelle  du 

degré  m  ou  — 

n 

Dans  les  opérations  dont  on  vient  de  parler,  le  nombre  ou  la  quantité  qui 
marque  le  degré  d'une  puissance  réelle  de  a  s'appelle  l'exposant  de  cette 
puissance,  tandis  que  le  nombre  qui  marque  le  degré  d'une  racine  réelle  se 
nomme  l'indice  de  cette  racine. 

Toute  puissance  de  a  qui  correspond  à  un  exposant  dont  la  valeur  numé- 
rique est  entière,  c'est-à-dire  à  un  exposant  de  la  forme  -f-  m  ou  —  m,  m  re- 
présentant un  nombre  entier,  admet  une  valeur  unique  et  réelle  que  l'on 

désigne  par  la  notation 

a'"     ou     «-"'". 

Quant  aux  racines,  et  quant  aux  puissances  dont  la  valeur  numérique  est 
fractionnaire,  elles  peuvent  admettre  ou  deux  valeurs  réelles,  ou  une  seule 
valeur  réelle,  ou  n'en  admettre  aucune.  Les  valeurs  réelles  dont  il  est  ici 
question  sont  nécessairement  des  quantités  positives  ou  des  quantités  néga- 
tives. Mais,  outre  ces  quantités,  on  emploie  encore  en  Algèbre  des  symboles 
qui,  n'ayant  aucune  signification  par  eux-mêmes,  reçoivent  néanmoins,  à 
cause  de  leurs  propriétés,  les  noms  de  puissances  et  de  racines.  Ces  symboles 
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sont  du  nombre  des  expressions  algébriques  auxquelles  on  a  donné  le  nom 
à' imaginaires,  par  opposition  à  celui  ù" expressions  réelles,  qui  ne  s'applique 
jamais  qu'à  des  nombi'cs  ou  à  des  quantités. 

Cela  posé,  il  résulte  des  principes  établis  dans  le  Chapitre  VII  que  la  racine 

m           m 
,iu-me  d'une  quantité  quelconque  a  et  ses  puissances  des  degrés  —  i ) 

n  étant  un  nombre  entier  et  —    une  fraction  irréductible,  admettent  cha- 

n 

cune  n  valeurs  distinctes  réelles  ou  imaginaires.  Conformément  aux  nota- 
tions adoptées  dans  le  même  Chapitre,  on  désignera  l'une  quelconque  de  ces 
valeurs,  s'il  s'agit  de  la  racine  n'^™%  par  la  notation 

1 

Vi^â  =  ((«))«, 

m               m 
et,  s'il  s'agit  de  la  puissance  qui  a  pour  exposant  —  ou ,  par  la  nota- 
tion 

m  m 

{{a)y     ou     {{a)f^. 
Ajoutons  que  l'expression  ((a))"  est  comprise  comme  cas  particulier  dans 

m 

l'expression  plus  générale  {{a))"  ,  et  que,  en  appelant  A  la  valeur  numérique 
de  a,  on  trouvera  pour  les  valeurs  réelles  des  deux  expressions 

?)t  m 

{(a))",     ((a))"": 
1"  Si  /i  désigne  un  nombre  impair, 

m  m 

a  étant  -t-  A +  A"  ,     +  A    "  , 

m  ni 

«étant— A —  A^,     —  A~  ""; 

2°  Si  n  désigne  un  nombre  pair, 

m  m 

a  étant  +  A ±A^,     ±A~«". 

Lorsque,  dans  le  dernier  cas,  on  suppose  a  négatif,  toutes  les  valeurs  de  cha- 

>n  m 

cune  des  expressions  ((«))",  ({a))    "  deviennent  imaginaires. 

Si  l'on  fait  varier  la  fraction  —  de  manière  qu'elle  s'approche  indéfiniment 

d'un  nombre  irrationnel  B,  le  dénominateur  n  croissant  alors  au  delà  de  toute 
limite  assignable,  il  en  sera  de  même  du  nombre  des  valeurs  imaginaires 

OKuvres  c/e  6'.  —  S.  II,  t.  III.  44 
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qu'obtiendra  chacune  des  expressions 

m  in 

(ia)Y,     {{a))~".        . 
Par  suite  on  ne  peut  admettre  dans  le  calcul  les  notations 

((«))«,     {{a))-\ 
OU,  si  l'on  fait  b  =z±B,  la  notation 

à  moins  de  considérer  une  semblable  notation  comme  propre  à  représenter 
une  infinité  d'expressions  imaginaires.  Pour  éviter  cet  inconvénient,  nous 
n'emploierons  jamais  l'expression  algébrique 

dans  le  cas  où  la  valeur  numérique  de  b  sera  irrationnelle.  Seulement,  dans 
cette  hypothèse,  lorsque  a  obtiendra  une  valeur  positive   +  A,  on  pourra 

faire  usage  de  la  notation 

a''     ou     (a)'', 

que  l'on  devra  considérer  comme  équivalente  à 

H- A'' 
(voir\e  Chapitre  VII,  §  IV). 

Les  puissances  de  nombres  et  de  quantités  jouissent  de  plusieurs  propriétés 
remarquables  qu'il  est  facile  de  démontrer.  Nous  citerons  entre  autres  celles 
qui  se  trouvent  comprises  dans  les  formules  que  je  vais  écrire. 

Soient  a,  a',  a",  . . .,  b,  b',  b",  . . .  des  quantités  quelconques  positives  ou 
négatives;  A,  A',  A",  ...  des  nombres  quelconques,  et  m,  m',  m",  ...  des 
nombres  entiers.  On  aura 

A''  A'''  A''"  .  .  .  :::=  J^h+b'-t-ù"+... 

(3)    {  A^A'^A"^..=  (AA'A^..)^ 

(A^y^■=:A^'^ 

,±/«  /7±//i'  n±ni"  —  ^±in±m'±m"±. . 


(chacun  des  nombres  m,  m',  m",  . . .  devant  être 
affecté  du  même  signe  dans  les  deux  membres  ), 


(4) 


a"»    rt'"»    a"'"    .  .  .—  {aa'a" ..  .)"^, 
a-'" a'-'" a"-'". .  .=  (aa'a".  .  .  )-'" 
(«'")'«'  —  {a-"')-"''z=  a"""\ 
\  (a'")-'»'=:  (a-'")'"'   —«-'"'«'. 
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Les  formules  (3)  et  (4)  donnent  lieu  à  une  foule  de  conséquences,  parmi  les- 
quelles nous  nous  contenterons  d'indiquer  la  suivante.  On  lire  de  la  seconde 
des  formules  (3) 

et  l'on  en  conclut 

I 

Donc,  si  l'on  élève  deux  quantités  positives  inverses  l'une  de  l'autre  à  une 
même  puissance,  les  résultats  seront  encore  deux  quantités  inverses. 

FORMATION  DES  EXPONENTIELLES  ET  DES  LOGARITHMES. 

Lorsque  dans  l'expression  A*  on  regarde  le  nombre  A  comme  fixe,  et  la 
quantité  a;  comme  variable,  la  puissance  Apprend  le  nom  iV exponentielle.  Si, 
dans  la  môme  hypothèse,  on  a,  pour  une  valeur  particulière  de  x, 

A^  =  B, 

cette  valeur  particulière  sera  ce  qu'on  appelle  le  logarithme  du  nombre  B 
dans  le  système  dont  la  base  est  A.  On  indique  ce  logarithme  en  plaçant 
devant  le  nombre  la  lettre  initiale  l  ou  L,  ainsi  qu'il  suit 

-       /B     ou     LB. 

Toutefois,  comme  une  semblable  notation  ne  fait  pas  connaître  la  base  du 
système  de  logarithmes  auquel  elle  se  rapporte,  il  est  indispensable  d'énoncer 
dans  le  discours  la  valeur  de  cette  base.  Cela  posé,  si  l'on  se  sert  de  la  carac- 
téristique L  pour  désigner  les  logarithmes  pris  dans  le  système  dont  la  base 

est  A,  l'équation 

A^  =  B 

entraînera  la  suivante 

X  —  LB. 

Quelquefois,  lorsqu'on  doit  traiter  en  môme  temps  des  logarithmes  pris 
dans  différents  systèmes,  on  distingue  les  uns  des  autres  à  l'aide  d'un  ou  plu- 
sieurs accents  placés  à  la  droite  de  la  lettre  L,  et  l'on  désigne  en  conséquence 
par  cette  lettre  dépourvue  d'accents  les  logarithmes  d'un  premier  système, 
par  la  môme  lettre  suivie  d'un  seul  accent  les  logarithmes  d'un  second  sys- 
tème, etc. 

En  s'appuyant  sur  les  définitions  qui  précèdent  et  sur  les  propriétés  géné- 
rales des  puissances  des  nombres,  on  reconnaîtra  facilement  :  i"  que  l'unité 
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a  zéro  pour  logarithme  dans  tous  les  systèmes;  2°  que  dans  tout  système  de 
logarithmes  dont  la  base  surpasse  l'unité,  tout  nombre  supérieur  à  l'unité 
a  un  logarithme  positif,  et  tout  nombre  inférieur  à  l'unité  un  logarithme 
négatif;  3°  que  dans  tout  système  de  logarithmes  dont  la  base  est  au-dessous 
de  l'unité,  tout  nombre  inférieur  à  l'unité  a  un  logarithme  positif,  et  tout 
nombre  supérieur  à  l'unité  un  logarithme  négatif;  4"  enfin  que,  dans  deux 
systèmes  dont  les  bases  sont  inverses  l'une  de  l'autre,  les  logarithmes  d'un 
même  nombre  sont  égaux  et  de  signes  contraires.  De  plus,  on  démontrera 
sans  peine  les  formules  qui  établissent  les  propriétés  principales  des  loga- 
rithmes, et  parmi  lesquelles  on  doit  remarquer  celles  que  je  vais  écrire. 

Si  l'on  désigne  par  B,  B',  B",  ...,  C  des  nombres  quelconques,  par  les 
caractéristiques  L,  L'  des  logarithmes  pris  dans  deux  systèmes  différents 
dont  les  bases  soient  A,  A',  et  par  k  une  quantité  quelconque  positive  ou 
négative,  on  aura 

LB' 
l  LB^  =  ALB, 

(5) 


On  tire  de  la  première  de  ces  formules 


LBB'B"... 

=rLBH- 

LB'  + 

LB^ 

=  A'LB, 

BLC 

_-  ^Lli.LC 

—  C^» 

LC 

L'G 

LB 

~L'B 

et,  par  suite, 


LB+Li=rLi  =  o 
B 


Lg=-LB, 


d'où  il  résulte  que  deux  quantités  positives  inverses  l'une  de  l'autre  ont  des 
logarithmes  égaux  et  de  signes  contraires.  Ajoutons  que  la  quatrième  for- 
mule peut  facilement  se  déduire  de  la  seconde.  En  effet,  supposons  que  la 
quantité  k  représente  le  logarithme  du  nombre  C  dans  le  système  dont  la 

base  est  B.  On  aura 

C  =  B^ 

et,  par  suite, 

LC  =  ^LB,        L'C^A^L'B, 

d'oiî  l'on  conclura  immédiatement 

LC  _  L  C 
LB  ~  LB  ~ 


NOTE  I.  349 

On  peut  remarquer  encore  que,  si  l'on  prend  B  =;  A,  on  tirera  de  la  qua- 
trième formule,  à  cause  de  LA  =  i, 

L'C=L'A.LC, 

ou,  en  faisant,  pour  abréger,  L'A  —  (x, 

L'C  =  fjiLC. 

Ainsi,  pour  passer  du  système  de  logarithmes  dont  la  base  est  A  à  celui  dont 
la  base  est  A',  il  suffit  de  multiplier  les  logarithmes  pris  dans  le  premier  sys- 
tème par  un  certain  coefficient  /x  égal  au  logarithme  de  A  pris  dans  le  second 
système. 

Les  logarithmes  dont  nous  venons  de  parler  sont  ceux  qu'on  nomme  loga- 
rithmes réels,  parce  qu'ils  se  réduisent  toujours  à  des  quantités  positives  ou 
négatives.  Mais,  outre  ces  quantités,  il  existe  des  expressions  imaginaires 
qui  ont  également  reçu,  à  cause  de  leurs  propriétés,  le  nom  de  logarithmes. 
Nous  renvoyons  sur  ce  sujet  au  Chapitre  IX,  dans  lequel  nous  avons  exposé 
la  théorie  des  logarithmes  imaginaires. 

FORMATION  DES  LIGNES  TRIGONOMÉTRIQUES  ET  DES  ARCS  DE  CERCLE. 

Nous  avons  remarqué  dans  les  Préliminaires  qu'une  longueur  comptée  sur 
une  ligne  droite  ou  courbe  peut  être  représentée  tantôt  par  un  nombre, 
tantôt  par  une  quantité,  suivant  qu'on  a  simplement  égard  à  la  mesure  de 
cette  longueur,  ou  qu'on  la  considère  comme  devant  être  portée  sur  la  ligne 
donnée  dans  un  sens  ou  dans  un  autre,  à  partir  d'un  point  fixe  que  l'on 
nomme  origine,  pour  servir  soit  à  l'augmentation,  soit  à  la  diminution  d'une 
autre  longueur  constante  aboutissant  à  ce  point.  Nous  avons  ajouté  que,  dans 
un  cercle  dont  le  plan  est  supposé  vertical,  on  fixe  ordinairement  l'origine 
des  arcs  à  l'extrémité  du  rayon  tiré  horizontalement  de  gauche  à  droite,  et 
que,  à  partir  de  cette  origine,  les  arcs  se  comptent  positivement  ou  négati- 
vement suivant  que,  pour  les  décrire,  on  commence  par  s'élever  au-dessus 
d'elle  ou  par  s'abaisser  au-dessous.  Enfin,  nous  avons  indiqué  les  origines  de 
plusieurs  lignes  Irigonométriques  qui  correspondent  à  ces  mêmes  arcs  dans 
le  cas  où  le  rayon  du  cercle  se  réduit  à  l'unité.  Nous  allons  revenir  un  instant 
sur  cet  objet  et  compléter  les  notions  qui  s'y  rapportent. 

D'abord  on  établira  facilement,  à  l'égard  des  longueurs  comptées  sur  une 
même  ligne  droite  ou  courbe  à  partir  d'une  origine  donnée,  les  propositions 
suivantes  : 
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Théorème  VI.  —  Soient  a,  b,  c,  . .  .  des  quantités  quelconques  positives  ou 
négatives.  Pour  obtenir  sur  une  ligne  droite  ou  courbe  l'extrémité  de  la  lon- 
gueur 

a  -^  b  +  c  + .  .  . 

comptée  à  partir  d'une  origine  donnée  dans  le  sens  déterminé  par  le  signe  de 

la  quantité 

a-{-  b  -\-  c  +  .  .  ., 

il  suffira  de  porter  sur  cette  ligne  :  i°  la  longueur  a  à  partir  de  V origine, 
dans  le  sens  déterminé  par  le  signe  de  a;  2°  la  longueur  b  à  partir  de  Vex- 
trémitè  de  a,  dans  le  sens  déterminé  par  le  signe  de  b;  S°  la  longueur  c  à 
partir  de  l'extrémité  de  b,  dans  le  sens  déterminé  par  le  signe  de  c,  et  ainsi 
de  suite. 

Théorème  Vil.  —  Soient  a  et  b  deux  quantités  quelconques.  Supposons  de 
plus  que  l'on  porte  sur  une  ligne  droite  ou  courbe  et  à  partir  d'une  origine 
donnée  :  1°  une  longueur  égale  à  la  valeur  numérique  de  a,  dans  le  sens 
déterminé  par  le  signe  de  a;  1°  une  longueur  égale  à  la  valeur  numérique 
de  b,  dans  le  sens  déterminé  par  le  signe  de  b.  Pour  passer  de  l'extrémité  de 
la  première  longueur  à  celle  de  la  seconde,  ou  réciproquement^  en  suivant 
la  ligne  que  l'on  considère,  il  suffira  de  parcourir  une  troisième  longueur 
égale  à  la  valeur  numérique  de  la  différence  a.  —  b. 

Théorème  VIII.  —  Les  mêmes  choses  étant  posées  que  dans  le  théorème  pré- 
cédent, l'extrémité  de  la  longueur  représentée  par 


sera  sur  la  ligne  donnée  un  point  situé  à  distances  égales  des  extrémités  des 
longueurs  a  et  b  (les  distances  étant  comptées  sur  la  ligne  elle-même). 

Appliquons  maintenant  ces  théorèmes  aux  arcs  mesurés  sur  la  circonfé- 
rence d'un  cercle  dont  le  plan  est  vertical,  et  dont  le  rayon  équivaut  à  l'unité, 
l'origine  des  arcs  étant  fixée  à  l'extrémité  du  rayon  tiré  horizontalement  de 
gauche  à  droite.  Si  l'on  désigne  par  r,  suivant  l'usage,  le  rapport  de  la  cir- 
conférence au  diamètre,  le  diamètre  étant  égal  à  2,  la  circonférence  entière 
se  trouvera  exprimée  par  le  nombre  271,  la  moitié  de  la  circonférence  par  le 

nombre  ::,  et  le  quart  par  -•  Si,  de  plus,  on  désigne  par  a  un  arc  quelconque 
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positif  ou  négatif,  on  conclura  du  théorème  VI  que,  pour  obtenir  l'extrémité 

de  l'arc 

a  -{-  2mT[     ou     a  —  2mr. 

(m  étant  un  nombre  entier),  il  faut  porter  sur  la  circonférence,  à  partir  de 
l'extrémité  de  l'arc  a,  soit  dans  le  sens  des  arcs  positifs,  soit  dans  le  sens  des 
arcs  négatifs,  une  longueur  égale  à  2771-,  c'est-à-dire  parcourir  /?i  fois  la  cir- 
conférence entière  dans  un  sens  ou  dans  l'autre,  ce  qui  ramènera  néces- 
sairement au  point  d'où  l'on  était  parti.  Il  en  résulte  que  les  extrémités  des 

arcs 

a     et     a  ±277irL 

coïncident. 

On  conclura  également  des  théorèmes  VI  ou  VII  :   1°  que  les  extrémités 

des  arcs 

a     et     a  ±r. 

comprennent  entre  elles  un  arc  égal  à  r,  et  se  confondent  par  conséquent 
avec  les  extrémités  d'un  môme  diamètre;  2°  que  les  extrémités  des  arcs 

a     et     a  ±  — 
2 

comprennent  entre  elles  un  quart  de  circonférence,  en  sorte  qu'elles  coïn- 
cident avec  les  extrémités  de  deux  rayons  perpendiculaires  l'un  à  l'autre. 
Entin,  on  conclura  du  théorème  VIII  :  1°  que  les  extrémités  des  arcs 

a     et    T.  —  a 

sont  situées  à  égales  dislances  de  l'extrémité  de  l'arc 

—  > 
2 

et  par  conséquent  placées  symétriquement  de  part  et  d'autre  du  diamètre 
vertical;  2"  que  les  extrémités  des  arcs 


a     et a 

1 


sont  situées  à  égales  distances  de  l'extrémité  de  l'arc 
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Les  arcs 

71  —  a     et a, 

2 

dont  il  est  ici  question,  sont  respectivement  appelés  le  supplément  et  le 
complément  de  l'arc  a.  En  d'autres  termes,  deux  arcs  représentés  par  deux 
quantités  a  et  b  sont  suppléments  ou  compléments  l'un  de  l'autre  suivant  que 
l'on  a 

A,  7  "^ 

a -^0  =  71         ou         a  +  6r=-- 

2 

Puisque  les  angles  au  centre  qui  ont  pour  côté  commun  le  rayon  mené  par 
l'origine  des  arcs  croissent  ou  diminuent  proportionnellement  aux  arcs  qui 
leur  servent  de  mesure,  et  que  ces  angles  eux-mêmes  peuvent  être  consi- 
dérés comme  les  accroissements  ou  diminutions  de  l'un  d'eux  pris  à  volonté, 
rien  ne  s'oppose  à  ce  qu'ils  soient  désignés  par  les  mômes  quantités  que  les 
arcs.  C'est  une  convention  que  l'on  a  effectivement,  adoptée.  On  dit  aussi  que 
deux  angles  sont  compléments  ou  suppléments  l'un  do  l'autre,  lorsque  les 
arcs  correspondants  sont  eux-mêmes  compléments  ou  suppléments  l'un  de 
l'autre. 

Passons  maintenant  à  l'examen  des  lignes  trigonométriques;  et,  dans  ce 
dessein,  considérons  un  seul  arc  représenté  par  la  quantité  a.  Si  on  le  pro- 
jette successivement  :  i°  sur  le  diamètre  vertical;  2°  sur  le  diamètre  hori- 
zontal, les  deux  projections  seront  ce  qu'on  appelle  le  sinus  et  le  sinus  verse 
de  l'arc  a.  On  peut  observer  que  la  première  est  en  même  temps  la  projec- 
tion, sur  le  diamètre  vertical,  du  rayon  qui  passe  par  l'extrémité  de  l'arc.  Si 
l'on  prolonge  ce  même  rayon  jusqu'à  la  rencontre  de  la  tangente  au  cercle 
mené  par  l'origine  des  arcs,  la  partie  de  cette  tangente  interceptée  entre 
l'origine  et  le  point  de  rencontre  sera  ce  qu'on  appelle  la  tangente  trigono- 
métrique  de  l'arc  a.  Enfin  la  longueur  comptée  sur  le  rayon  prolongé  entre 
le  centre  et  le  point  de  rencontre  sera  la  sécante  de  ce  même  arc. 

Les  cosinus  et  cosinus  verse  d'un  arc,  sa  cotangente  et  sa  cosécante  ne  sont 
autre  chose  que  les  sinus  et  sinus  verse,  la  tangente  et  la  sécante  de  son 
complément,  et  constituent,  avec  le  sinus,  le  sinus  verse,  la  tangente  et  la 
sécante  de  ce  même  arc,  le  système  complet  de  ses  lignes  trigonométriques. 

D'après  ce  qui  a  été  dit  ci-dessus,  le  sinus  d'un  arc  se  compte  sur  le  dia- 
mètre vertical,  le  sinus  verse  sur  le  diamètre  horizontal,  la  tangente  sur  la 
ligne  qui  touche  le  cercle  à  l'origine  des  arcs,  et  la  sécante  sur  le  diamètre 
mobile  qui  passe  par  l'extrémité  de  l'arc  donné.  De  plus,  les  sinus  et 
sécantes  ont  pour  origine  commune  le  centre  du  cercle,  tandis  que  l'ori- 
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gine  des  tangentes  et  des  sinus  verses  se  confond  avec  celle  des  arcs.  Enlin, 
on  est  généralement  convenu  de  représenter  par  des  quantités  positives 
les  lignes  Irigonométriques  de  l'arc  a,  dans  le  cas  où  cet  arc  est  positif  el 
moindre  qu'un  quart  de  circonférence;  d'oi^i  il  suit  que  l'on  doit  compter 
positivement  le  sinus  et  la  tangente  de  bas  en  haut,  le  sinus  verse  de  droite 
à  gauche,  et  la  sécante  dans  le  sens  du  rayon  mené  à  l'extrémité  de  l'arc  a. 
En  partant  des  principes  que  nous  venons  d'adopter,  on  reconnaîtra  immé- 
diatement que  le  sinus  verse,  et  par  suite  le  cosinus  verse,  sont  toujours  posi- 
tifs; et,  de  plus,  on  déterminera  sans  peine  les  signes  qui  doivent  affecter  les 
autres  lignes  irigonométriques  d'un  arc  dont  l'extrémité  est  donnée.  Pour 
rendre  cette  détermination  plus  facile,  on  conçoit  le  cercle  divisé  en  quatre 
parties  égales  par  deux  diamètres  perpendiculaires  entre  eux,  l'un  horizontal, 
l'autre  vertical;  et  ces  quatre  parties  sont  respectivement  désignées  sous  les 
noms  de  premier,  second,  troisième  et  quatrième  quart  de  cercle.  Les  deux 
premiers  quarts  de  cercle  sont  situés  au-dessus  du  diamètre  horizontal,  savoir 
le  premier  à  droite  et  le  second  à  gauche.  Les  deux  derniers  sont  situés  au-des- 
sous du  même  diamètre,  savoir  le  troisième  à  gauche  et  le  quatrième  à  droite. 
Cela  posé,  comme  les  extrémités  de  deux  arcs,  compléments  l'un  de  l'autre, 

sont  également  distantes  de  l'extrémité  de  l'arc  yi  on  en  conclura  qu'elles 

4 

sont  placées  symétriquement  de  part  et  d'autre  du  diamètre  qui  divise  en. 
deux  parties  égales  le  premier  et  le  troisième  quart  de  cercle.  Si  l'on  cherche 
ensuite  quels  signes  doivent  être  attribués  aux  diverses  lignes  trigonomé- 
triques  d'un  arc  autres  que  le  sinus  verse  et  le  cosinus  verse,  suivant  que 
l'extrémité  de  cet  arc  tombe  dans  un  quart  de  cercle  ou  dans  un  autre,  on 
trouvera  que  ces  signes  sont  respectivement 

Dans  Dans  Dans  Dans 

le  i*'  quart      le  i"  quart      le  3"  quart      le  4'  quart 

de  cercle.         de  cercle.         de  cercle.         de  cercle. 

Pour  le  sinus  et  la  cosccanle -\-  -4-  —  — 

Pour  le  cosinus  et  la  sécante -t-  —  —  -i- 

Pour  la  tangente  et  la  cotangenLe. .  -r-  —  H-       .  — 

On  peut  remarquer  à  ce  sujet  que  le  signe  de  la  tangente  est  toujours  le  pro- 
duit du  signe  du  sinus  par  le  signe  du  cosinus. 

Les  considérations  précédentes  conduisent  encore  à  reconnaître  (|ue  le 
cosinus  d'un  arc  se  confond  avec  la  projection  du  rayon  qui  passe  par  l'ex- 
trémité de  cet  arc  sur  le  diamètre  horizontal,  et  que  sur  ce  même  diamètre 
il  doit  être  compté  positivement  de  gauche  à  droite,  à  partir  du  centre  pris 
pour  origine;  que  le  cosinus  verse  peut  être  mesuré  sur  le  diamètre  vertical 
OEuvrcsdcC.  -  S.  ii;  t.  ni.  45 
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entre  le  point  le  plus  élevé  de  la  circonférence  pris  pour  orip:ine  et  l'extré- 
mité du  sinus;  que  la  cotangente,  comptée  positivement  de  gauche  à  droite 
sur  la  tangente  horizontale  menée  au  cercle  par  l'origine  des  cosinus  verses, 
se  réduit  à  la  longueur  comprise  entre  cette  origine  et  le  prolongement  du 
diamètre  mobile  dont  une  moitié  est  le  rayon  mené  à  l'extrémité  de  l'arc; 
enfin  que  la  cosécante,  mesurée  sur  ce  diamètre  mobile,  se  compte  positi- 
vement dans  le  sens  du  rayon  dont  il  s'agit,  et  à  partir  du  centre  pris  pour 
origine  jusqu'à  l'extrémité  de  la  cotangente. 

Nous  avons  suffisamment  développé  dans  les  préliminaires  le  système  des 
notations  à  l'aide  desquelles  nous  représentons  les  diverses  lignes  trigono- 
ïiiétriques  et  les  arcs  qui  leur  correspondent.  Nous  ne  reviendrons  pas  sur 
cet  objet,  et  nous  nous  contenterons  d'observer  que  les  lignes  trigonomé- 
triques  d'un  arc  sont  censées  appartenir  en  môme  temps  à  l'angle  au  centre 
qu'il  mesure,  et  que  l'on  désigne  par  la  môme  quantité.  Ainsi,  par  exemple, 
a,  b,   ...  représentant  des  quantités  quelconques,  on  peut  dire  également 

que  les  notations 

sin«,     cosZ>, 

expriment  le  sinus  de  l'arc  ou  de  l'angle  a,  le  cosinus  de  l'arc  ou  de 
l'angle  b,  .... 

Nous  terminerons  cette  Note  en  rappelant  quelques  propriétés  remar- 
quables des  lignes  trigonométriques. 

D'abord,  si  l'on  désigne  par  a  une  quantité  quelconque,  on  trouvera  que  le 
sinus  et  le  cosinus  de  l'angle  a  sont  toujours  liés  entre  eux  par  l'équation 

(6)  sin^a  +  cos^a  =:  I, 

et  que  les  autres  lignes  trigonométriques  peuvent  êlre  exprimées  au  moyen 
de  ces  deux  premières  ainsi  qu'il  suit  : 

sina  ,  I 

siva  r=  i  —  cosa,         tangrt  = ,  sec«!:= -; 

cosa  cos« 


(7) 

/  cosiva  =  i  —  sina,  cotrt'^r 

sin«  sina 


ï         .  .  cosa  .  I 

rcosiva  =  i  —  sma,  ^ot*^  =  ;:]Trr'         ^^sec  a  = -.;;-- 


Des  formules  (6)  et  (7)  on  déduira  facilement  plusieurs  autres  équations, 
par  exemple 

(8)      cotn!:=r .,        séc*a  =:  I  +- tang-rt,        coséc*a  =  r  +  cot^a,         .... 

tanga 

Il  est  encore  aisé  de  voir  (jue,  si  la  quantité  positive  R  rej)résente  la  Ion- 
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gueur  d'une  droite  entre  deux  points,  et  a  l'angle  aigu  ou  obtus  que  forme 
celte  droite  avec  un  axe  fixe,  la  projection  de  la  longueur  donnée  sur  l'axe 
fixe  sera  mesurée  par  la  valeur  numérique  du  produit 

Rcosa, 

et  la  projection  de  la  même  longueur  sur  une  perpendiculaire  à  l'axe  par  la 

valeur  numérique  du  produit 

Rsina. 

Enfin  on  reconnaîtra  sans  peine  que,  si,  en  partant  d'un  point  pris  au  hasard 
sur  la  circonférence  du  cercle  qui  a  pour  rayon  l'unité,  on  parcourt  sur  cette 
circonférence,  dans  un  sens  ou  dans  un  autre,  une  longueur  égale  à  la  valeur 
numérique  d'une  quantité  quelconque  c,  le  plus  petit  arc  compris  entre  les 

extrémités  de  cette  longueur  sera  inférieur  ou  supérieur  à  -?  suivant  que 

cosc  sera  positif  ou  négatif. 

Ces  principes  étant  admis,  concevons  que  sur  la  circonférence  dont  on  vient 
de  parler  on  détermine  :  i°  les  extrémités  A  et  B  des  arcs  représentés  par 
deux  quantités  quelconques  a  et  b  ;  2°  l'extrémité  N  d'un  troisième  arc 

représenté  par Soit,  en  outre,  M  le  milieu  de  la  corde  qui  joint  les 

points  A,  B,  et  supposons  que  le  point  M  se  projette  sur  le  diamètre  horizon- 
tal du  cercle  en  un  certain  point  P.  Si  les  longueurs  mesurées  sur  ce  dia- 
mètre, à  partir  du  centre  pris  pour  origine,  sont  comptées  positivement  de 
gauche  à  droite,  ainsi  que  les  cosinus,  la  distance  du  centre  au  point  P  devra 
être  représentée  (en  vertu  du  théorème  VIII)  par  la  quantité 

cosa  -r-  co&h 


De  plus,  comme  (en  vertu  du  môme  théorème)  le  point  N  est  situé  à  égales 

distances  des  points  A  et  B,  le  diamètre  qui  passe  par  le  point  N  renfermera 

le  milieu  M  de  la  corde  AB;  et  la  distance  de  ce  milieu  M  au  centre  du  cercle 

sera  égale  (abstraction  faite  du  signe)  au  cosinus  de  chacun  des  arcs  ISA,  NB, 

ou,  ce  qui  revient  au  même,  à 

/ a  -i-  b  \  /a  -^  h        ,\  a 


cos a    —  cos b  ]  —  cos 

V      2  J  \      2  J  2 

Pour  obtenir  la  projection  horizontale  de  celte  dislance,  il  suffira  de  la  mul- 
tiplier par  le  cosinus  de  l'angle  aigu  compris  entre  le  ravon  tiré  horizontale- 
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nient  de  gauche  à  droite  et  le  diamètre  qui  renferme  le  point  N,  c'est-à-dire 
par  un  facteur  égal  (au  signe  près)  à  cos •  En  d'autres  termes,  la  di- 
stance du  centre  au  point  P  aura  pour  mesure  la  valeur  numérique  du  pro- 
duit 

a  —  h          n  -\-  h 
cos cos • 


J'ajoute  que  ce  produit  sera  positif  ou  négatif,  suivant  que  le  point  M  sera 

situé  à  droite  ou  à  gauche  du  diamètre  vertical.  En  effet,  cos est  positif 

ou  négatif,  suivant  que  le  point  N  est  situé  par  rapport  à  ce  diamètre  du 

côté  dro 
produit 


situé  à  droite  ou  à  gauche  du  diamètre  vertical.  En  effet,  cos est  positif 

tué  par  rapport  à  C( 
côté  droit  ou  du  côté  gauche,  et  cos est  positif  ou  négatif;  par  suite  le 


a  —  h          a  -f-  h 
cos cos 


T       .          .                        a  +  b  ^       .  .  . 

est  de  même  signe  que  cos j  ou  de  signe  contraire,  suivant  que,  chacun 

des  arcs  NA,  NB  étant  inférieur  ou  supérieur  à   ->    le  point  M  se  trouve 

situé  du  môme  côté  que  le  point  N  ou  du  côté  opposé.  Comme  d'ailleurs  la 
verticale  qui  passe  par  le  point  M  renferme  aussi  le  point  P,  il  suit  de  la 
remarque  précédente  que  la  distance  du  centre  au  point  P,  dans  le  cas  même 
où  l'on  a  égard  aux  signes,  peut  être  représentée  par  le  produit 

a  —  b         a  +  b 
cos cos • 

2  2 

,    .         ,               .   ,  cos«  -H  cos  6  ,         ,         V  •  1        ^ 

(]e  produit  et  la  quantité ont  donc  le  meine  signe,  avec  la  même 

valeur  numérique  ;  et  l'on  a,  par  conséquent,  pour  toutes  les  valeurs  possibles 
des  quantités  a  et  b, 

,                   a  —  b  a  -\-  b 

(g)  cos  (7  -H  COS  6  =-  2  cos  ■ —  COS  — —  • 


Si  dans  l'équation  (9)  on  remplace  b  par  tt  -h  b,  on  en  tirera 

.     b  —  a    .     a  -\-  b 
(10)  cosrt  —  cos/^  =:  2  sin  — sin 


2  2 


De  plus,  si  dans  les  é(|uations  (9)  et  (10)  on  substitue  aux  angles  a  q\.  b  leurs 
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compléments  -  —  a,  -  —  ^  on  obtiendra  les  suivantes  : 

^  2  2 


i  sina  4- sin6  =;  2  cos 

('0 


f  sina 


sin6  =  2  sin 


a 

2 

b 

sin 

a  4- 

2 

b 

a 

— 

b 

cos 

a  + 

b 

Les  formules  (9),  (10)  et  (11)  une  fois  établies,  on  en  déduira  facilement  un 
ffrand  nombre  d'autres.  On  trouvera,  par  exemple, 


(12) 

(i3) 

(ï4) 

(i5) 


sin«  —  imb  _  tangua  —  b) 
sina-t-sin^;  ""  tang|(a+  b)' 

\  "^^t""^^^-^tangi(a-6)ta«gKaH-Z;), 
\  cos  y -h  cos  a 

i  cos(a— Z^)  + cos(a  + Z*)  =  2cosacosZ', 
I  cos(a  — 6)  — cos(a+Z>)  =  2sin«sin/^, 

i   sin(a  + 6)  +  sin(a  — 6)  =  2sin«cos6, 
I   sin(a  + 6)  —  sin(«  — Z')=:2  sin&cosa, 

(  cos(a  ±  ^)  =  cosacos^  q=  sina  sinô, 
(   sin(a  ±1  Z^)  =  sina  cosè  ±:  sin^cosa. 


,      ,    ,,        langai  tango 
(16)  ta"S(«±^)  =  7^lîuI^aT^nP' 


(17) 


cos2a  =  cos^a  —  sin^a  —  2  cos^a  —  1=1  —  2  sin- a, 
sin  2  a  r:^  2  sin  a  cos  a. 


Soient  maintenant  a,  b,  c  trois  angles  quelconques.  On  tirera  de  la  pre- 
mière des  formules  (i3) 

(  co&ia  -t-  b  +  c)  +  cos(Z>  +  c  — a)  +  cos(c  +  a—  b)  4-cos(rt  +  b  —  c) 

(18)  ; 

f       =4cosa  cos6  cosc. 

Si  dans  la  formule  précédente,  au  lieu  de  a,  b,  c,  on  écrit  \a,  ^,b,  *c,  puis 
que  l'on  suppose 

(19)  a-{-  b  +  c=zT:, 

on  trouvera 

•    ,         •  .abc 

(20)  sma+  sin6  +  sin  c=:  4  cos-  cos-  cos-- 
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Dans  la  mémo  hypothèse,  la  formule  (i6)  donnera 

(21  y  tang(7  +  tang^  +  lange  =  tanga  tang7>  lange. 

L'équation  (20)  devant  subsister,  ainsi  que  l'équation  (19),  lorsque  l'on  y 
remplace  deux  des  angles  «,  b,  c  par  leurs  suppléments,  et  qu'on  change  le 
signe  du  troisième,  on  en  conclura 


•     ,         .  .  ,         a    .     h    .     c 

sm  b  H-  sin  c  —  sm  a  =  4  cos  -  sin  -  si  n  - , 


/      X  ;     •  .  .    ,        ,    .    a         b    .     c 

(22)  <^  sine  H- siurt  —  sm^  :=  4  sin  -  cos  -  sin -> 

222 


.     ,  .  ,     .     a    .     b         c 

.   sin  a  4-  sin/>  —  sine  =:  4  sin  ~  sm  -  cos  -  • 

\  222 

De  ces  dernières  formules  combinées  entre  elles  et  avec  l'équation  (20)  on 
déduit  les  suivantes  : 

/        ,,  (sina  H- sinô  +  sine)  (sin^ -l- sine  —  siurt) 

cos--|a—  ^ ,    ■     ■    ; ^ , 

\  4sin^sinc 

(23) 

y     .   5,  (sine  +  sina  —  sin(^)  (sinrt  H- sin6  —  sine) 

f    sin^-J-flr  —  ^ ^~i-^ L . 

\  ~  4  sin 6  sine 

Enfin,  si  l'on  imagine  que  a,  b,  c  désignent  les  trois  angles  d'un  triangle,  et 
que  les  côtés  opposés  soient  respectivement  A,  B,  C,  six  produits  égaux 
deux  à  deux,  savoir 

B  sine  =rC  sin  (?;,         C  sino- —  A  sine,        Asin^  =1  B  sina, 

représenteront  les  perpendiculaires  abaissées  des  sommets  sur  les  trois  côtés. 
On  aura,  par  suite, 

,    ,x  sin«       s\nh       sine 

(  24  )  rr:  —  • — — -  • 

et  les  équations  (28)  deviendront 

^     ,,         (A-f-B-f-C)(B  +  C-A) 
cos^'«^ 4W— ' 

(25)  <' 

,i„..^_(C-^A-B)(A-4-B-C) 
sin  ^a-_  ^^ 

De  plus,  en  ayant  égard  aux  formules  (19)  et  (24),  on  tirera  de  la  première 
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des  équations  (12) 

^ B 

(26)  tangua  —  b)  r=  ^  ^  j^  cot|c. 

Les  formules  (19),  (24),  (2.5)  et  (26)  suffisent  pour  déterminer  trois  des  six 
éléments  d'un  triangle  rectiligne,  lorsque  les  trois  autres  éléments  sont 
connus,  et  que  cette  détermination  est  possible.  On  peut  remarquer  en  outre 
que  les  valeurs  de  cosa  et  de  sin«,  déduites  des  équations  (25)  à  l'aide  des 
formules  (17),  sont  respectivement 


(27) 


cosa  =  — 


2BC 

< 

y/ (  A  +  B  H- C  )  (  B  +  C  -  A  )  (  G  +  A  -  B  )  (  A  H  -  B  -  C  ) 


sina 


2BG 


La  première  de  ces  valeurs  peut  se  tirer  directement  d'un  théorème  connu 
de  Géométrie.  Quant  à  la  seconde,  elle  fournit  le  moyen  d'exprimer  la  surface 
du  triangle  en  fonction  des  trois  côtés.  En  effet,  cette  surface,  équivalente  au 
produit  de  la  base  G  par  la  moitié  de  la  hauteur  correspondante  B  sina,  sera 

(28)    iBCsina  =  i  v/(A^rB  +  G)  (B  H-  G  -  A)  (G  +  A  -  BHAh^^'CII  . 
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NOTE  IL 


SUR  LES  FORMULES  QUI  RÉSULTENT  DE  L'eMPLOI  DU  SIGNE  >  OU  <,  ET  SUR  LES  MOYENNES 
ENTRE  PLUSIEURS  QUANTITÉS. 


Soient  a  el  b  deux  quanlilés  inégales.  Les  deux  formules 

a  ^  b,         b  <C  et 

serviront  également  à  exprimer  que  la  première  quantité  a  surpasse  la  se- 
conde b,  c'est-à-dire  que  la  différence 

a-  b 

est  positive.  En  partant  de  ce  principe,  on  établira  facilement  les  proposi- 
tions que  je  vais  énoncer  :  ^ 

Théorème  L  —  Si  a,  a',  a",  . .  . ,  b,  b',  b",  .  .  .  représentent  des  quantités  assu- 
jetties aux  conditions 

a  >  b, 

a'  >  b', 
a">b", 


on  aura  aussi 

a  +  a'  -+-  a"  -+  .  .  .>  b  -h  b'  +  b"  -{- .  .  .  . 

Démonstration,  —  En  effet,  lorsque  les  quantités 

a-b,     a'-  b',     a"-b\.    ... 

sont  positives,  on  peut  assurer  que  leur  somme 

a +  a'+ rt"-j_.  .._  (^;  + //+//'-+-..  .) 
l'es!  pareillement. 

Théorème  Jl.  —  Si  A,  A',  A",  . .  .,  B,  13',  B",  .  . .   représentent  des  nombres 
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assujettis  aux  conditions 

A>B, 

A'  >  B', 

A">B", 


on  aura  aussi 

AA'A"...>BB'B".... 

Démonstration.  —  En  effet,  chacune  des  différences 

A-B,     A'-B',     A"-B",     ... 

étant  positive  par  hypotlièse,  chacun  des  produits 

(  A  -  B  )  A'  A". .  .--=z  A  A'  A". . .  -  B  A'  A^  . . , 
B(  A-  B)  A". ..  —  B  A'  A^  ..  -  B  B'  A^  . . , 
BB'(A"-  B"). .  .  1=  B  B'  A".  .  .  -  B  B'  B". . ., 

sera  également  positif,  et  par  suite  il  en  sera  de  même  de  leur  somme 

AA'A'...-BB'B\... 
Théorème  III.  —  Soient  a,  b,  r  trois  quantités  quelconques,  et  supposons 

on  en  conclura,  si  r  est  positif, 

ra  >>  rbf 

et,  si  r  est  négatif, 

ra  ■<  rb. 

Démonstration.  —  En  effet,  le  produit 

r{a  —  b)  :=  ra  —  rb 

sera  positif  dans  le  premier  cas,  et  négatif  dans  le  second. 

Corollaire.  —  Si,  en  supposant  a  et  b  positifs,  on  prend  successivement 


on  en  conclura 


On  se  trouve  ainsi  ramené  à  cette  proposition,  évidente    par  elle-même, 

OEuvres  de  C.  —  S.  II,  t.  III.  4^ 


I 
r  —  -■, 
a 

I 
''=b 

b 
a 

a 
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(ju'iine  fraction  est  inférieure  ou  supérieure  à  l'unité,  suivant  que  le  plus 
i^rand  de  ses  deux  termes  est  le  dénominateur  ou  le  numérateur. 

Théorème  IV.  —  Soient  A  et  A'  deux  nombres  qui  satisfassent  à  la  condi- 
tion 

A>A', 

et  b  une  quantité  quelconque.  On  aura,  si  h  est  positif, 

k'>  >  A">, 
et,  si  b  est  négatif, 

k'>  <  M>'. 

\ 

Démonstration.  —  En  effet,  le  quotient  —  étant  >  i,  la  fraction 

A'*~  VA', 

sera  évidemment  supérieure  ou  inférieure  à  l'unité,  suivant  que  la  quantité  b 
sera  positive  ou  négative. 

Théorème  V.  —  Désignons  par  A  un  nombre  quelconque,  et  soient  6,  b'  deux 
quantités  assujetties  à  la  condition 

b>b', 

vn  en  conclura,  si  A  est  pliis  grand  que  l'unité, 

A''  >  A's 
et,  si  \  est  inférieur  à  l'unité, 

Démonstration.  —  En  effet,  la  quantité  b  —  b'  étant  positive,  par  hypothèse, 
la  rracti  on 

—  =  A*-''' 

A"' 

sera  évidemment  supérieure  ou  inférieure  à  l'unité,  suivant  que  l'on  aura 
A  >  I  ou  A  <  I. 

Théorèmk  VI.  —  Soit  L  la  caractéristique  des  logarithmes  pris  dans  le  sys- 
tème dont  la  base  est  A,  et  désignons  par  B,  B'  deux  nombres  assujettis  à  l(( 

condition 

B  >  B'. 

On  aura,  si  A  est  plus  grand  que  V unité, 

LB>LB' 
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et,  si  A  est  inférieur  à  l'unité, 

LB<LB'. 

Démonstration.  —  En  effet,  le  logarithme 

L^,=  LB-LB' 

sera  positif  dans  le  premier  cas,  et  négatif  dans  le  second. 

Corollaire.  —  Si  l'on  se  sert  de  la  lettre  l  pour  indiquer  les  logarithmes 
népériens  pris  dans  le  système  dont  la  base  est 

(1)  e=:2, 7182818.  .. 

[(Chapitre  VI,  §  I,  équation  (5)],  la  condition 

B  >  B' 

entraînera  toujours  la  formule 

/B>/B'. 

Aux  théorèmes  qui  précèdent  nous  ajouterons  le  suivant,  duquel  on  peut 
déduire  plusieurs  conséquences  importantes. 

Théorème  VII.  —  Soit  x  une  quantité  quelconque.  On  aura 

(2)  i  +  ^<;ex^ 

la  lettre  e  désignant,  à  l'ordinaire,  la  base  des  logarithmes  népériens. 

Démonstration.  —  Le  second  membre  de  la  formule  (2)  restant  toujours 
positif,  le  théorème  énoncé  sera  évident  par  lui-môme,  si  la  quantité  i  +  x 
est  négative.  Il  suffira  donc  d'examiner  le  cas  où  l'on  suppose 

(3)  i_^j^.  ^o. 

Or  l'équation  (28)  du  Chapitre  VI  (§  IV)  donne,  pour  toutes  les  valeurs  réelles 
possibles  de  x, 

X^  x'*  X' 


I  + 

X 

1 

H- 

I  .2 

1  + 

X 

4- 

2     ' 

,  -         —        r.2.3        1.2.3.4        1.2.3.4.5 

(4) 
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et,  comme  les  produits 

x'-  (         x\  x'*     [         X 

sont  positifs,  non  seulement  lorsque  la  quantité  x  est  positive,  mais  aussi 
lorsque,  étant  négative,  elle  a  une  valeur  numérique  inférieure  à  l'unité,  on 
tirera  de  l'équation  (4),  toutes  les  fois  que  la  condition  (3)  sera  remplie, 

e^>  \  +  X. 

Corollaire  î.  —  Si,  dans  le  cas  où  i-hJ?  est  positif,  on  prend  les  loga- 
rithmes népériens  des  deux  membres  de  la  formule  (2),  on  obtiendra  la  sui- 
vante 

(5)  l{\-^  xXx 

[voir  le  corollaire  du  théorème  VI).  Cette  dernière  subsiste  donc  toutes  les 
fois  que  son  premier  membre  est  réel. 

Corollaire  //.  —  Soient  x,  y,  z,  ...  plusieurs  quantités  assujetties  aux  con- 
ditions 

(6)  l-|-.2?>0,  I+J'>0,  I  +  5>0,  

On  aura,  en  vertu  de  la  formule  (2), 

1  -h  ^  <  e^,         14-  y  <  e^,         \  +  z  <,e'%         . . . , 
et  l'on  en  conclura  (théorème  II) 

(7)  {i  -^  x)  {i  +  y)  {i  +  z) .  .  .<  e''^y+'^- . 

Cette  dernière  formule  subsiste  donc  toutes  les  fois  que  son  premier  membri' 
ne  renferme  que  des  facteurs  positifs. 

Corollaire  III.  —  Si  dans  le  corollaire  précédent  on  suppose 

x=zao(.,        y:=za'oL',         z -=1  a"  a" ,  ..., 

a,  a.',  a",  . . ,  désignant  des  quantités  positives,  et  a,  a',  a",  . .  .  d'aulres  quan- 
tités respectivement  supérieures  à 

I  I  I 

a         *  a'  x" 


NOTE  IL  ^365 

la  formule  (7)  deviendra 

(H-«a)(n-  a'a')(i  +  «^"«")  •  •  .  <  e«5'+«'a'+«"à"+-. 

Si  de  plus  les  quantités  a,  a',  a\  . .-.  sont  toutes  inférieures  à  une  cerlaine 
limite  A,  on  aura  (en  vertu  des  théorèmes  I  et  III) 

aa  -H  a'a'4-  a" <x" -k- .  .  .<  A(i3£  +  «'-h  a^-h.  .  .), 
et  par  suite  on  trouvera  définitivement 

<8)  (i  +  aa)  {\  +  a' a!)  (i  4-  «"a^). ,  .  <  e*(='+=''+='"+--\ 

La  formule  (8)  peut  être  employée  avec  avantage  dans  l'intégration  par 
approximation  des  équations  différentielles. 

Passons  maintenant  aux  théorèmes  sur  les  moyennes.  Ainsi  qu'on  l'a  déjà 
dit  {Préliminaires,  p.  i4),  on  appelle  moyenne  entre  plusieurs  quantités  don- 
nées une  nouvelle  quantité  comprise  entre  la  plus  petite  et  la  plus  grande  de 
celles  que  l'on  considère.  D'après  cette  définition,  la  quantité  h  sera  moyenne 
entre  les  deux  quantités  g,  k,  ou  entre  plusieurs  quantités  parmi  lesquelles 
l'une  des  deux  qu'on  vient  de  citer  serait  la  plus  grande  et  l'autre  la  plus 
petite,  si  les  deux  différences 

g  —  h,     h  —  k 

sont  de  même  signe.  Cela  posé,  si,  pour  désigner  une  moyenne  entre  les 
quantités  a,  a',  a",  . . .,  on  emploie,  comme  dans  les  Préliminaires,  la  nota- 
tion 

M{a,a',a",  ...), 

on  établira  sans  peine  les  propositions  suivantes  : 

Théorème  VIII.  —  Soient  a,  a',  a",  .  .  .,  h  plusieurs  quantités  assujetties  à  la 
condition 

(9)  h  =  M{a,a',a\  ...), 

et  r  une  autre  quantité  entièrement  arbitraire.  On  aura  toujours 

(10)  r/i=zM{ra,ra',ra",  .  .  .). 

Démonstration.  —  En  effet,  désignons  par  g  la  plus  grande,  et  par  /.  la  plus 
petite  des  quantités  a,  a',  a'', Les  deux  différences 

g  —  h,         h  —  k 
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soronl  positives,  et  par  suite  les  produits 

ou,  ou  d'autres  termes,  les  deux  différences 

rg  —  r/i,     r/i  —  /7i 
seront  de  même  signe.  On  aura  donc 

rA  =  M  (  rg,  rk  ) 

et,  à  plus  forte  raison, 

rh  r=  M(/"rt,  ra' ,  ra" ,  . .  .), 

attendu  (jue  rg,  rk  sont  nécessairement  deux  des  produits 

ra,      ra' ,      ra" ,      .... 

Théorème  W,  —  Soient  A,  A',  A",  .  . .,  11  plusieurs  nombres  qui  satisfassent 
à  la  condition 

(II)  H:=:M(A,A',A",  ...), 

et  b  une  quantité  quelcon<iue.  On  aura 

(12)  H^r=M(A^A'^A"^ ...). 

Démonstration.  ~.  En  effet,  soient  (i  el  K  le  plus  grand  et  le  plus  petit  des 
nombres  A,  A',  A", Les  différences 

G  -  H,     H  -  K 

étant  alors  positives,  on  conclura  du  théorème  IV  que  les  suivantes 

G'-IP,     \V'~YJ' 
sont  de  même  signe.  On  aura  donc 

H''=:M(r,'%K'0 
'  et,  à  plus  forte  raison, 

IP=M(A*,A"%A'^  ...). 

Corollaire.  —  Si  l'on  fait  en  particulier  b  =:  \,  on  trouvera 


NOTE  II.  3()7 

Théorème  X.  —  Désignons  par  A  un  nombre  quelconque,  et  soient  b,  b' , 
b" ,  .  .  .,  h  plusieurs  quantités  assujetties  à  la  condition 

(i3)  h-=U{b,b',b\  ...). 

On  aura 

(i4)  A''=M(A'',  A''',  A'^",  ...)• 

Démonstration.  —  Désignons  par  g  la  plus  grande,  et  par  A  la  plus  potiJe 
des  quantités  b,  b\  b\  ....  Les  deux  différences 

g  —  A,     h  —  k 

étant  alors  positives,  on  conclura  du  théorème  V  que  les  suivantes 

A^-A's    A''-A''- 
sont  de  même  signe.  On  aura  donc 

A'*  =  M  (  A^,  A^- )  =  M  (  A'',  A''',  A''",  . . .  ) . 

Théorème  XI.  —  Soit  L  la  caractéristique  des  logarithmes  dans  le  système 
dont  la  base  est  A,  et  désignons  par  B,  B',  B'",  .  .  .,  H  plusieurs  nombres  assu- 
jettis à  la  condition 

(i5)  H=:M(B,B',B",  ...). 

On  aura,  quelque  soit  A, 

(i6)  LH  =  M(LB,LB',  LB",  ...). 

Démonstration.  —  En  effet,  supposons  que  l'on  représente  par  Ci  le  plus 

grand,  et  par  K  le  plus  petit  des  nombres  B,  B',  B",   ....    \lors  les  deux 

fractions 

G       H 
H'     K 

étant  supérieures  à  l'unité,  les  logarithmes 

G  H 

ou,  en  d'autres  termes,  les  différences 

LG-LH,     LH      LK 
seront  de  même  signe.  On  aura  donc 

LH  =  M(LG,  LK)=M(LB,  LB',  LB",  ...). 
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Théorème  XII.  —  Soient  b,  b' ,  b",  .  .  .  plusieurs  quantités  de  même  signe,  en 
nombre  n,  et  a,  a' ,  a",  .  .  .  des  quantités  quelconques  en  nombre  égal  à  celui 
des  premières.  On  aura 

a-^  a' -\- a" -h.  .  .  _       / a    a'    a" 
^'■^  b-i-b'+b"  +  ...  ~^\b'b"b'''  ' 

Démonstration.  —  Soit  g  la  plus  grande  et  k  la  plus  petite  des  quantités 


a       a         a" 


Les  différences 


a  a 

b 


S         7         ^^       T.   —  ^*» 


V    ^^    V  ~   ' 

T7/       ^^        I  II        "> 


seront  toutes  positives.  En  multipliant  les  deux  premières  par  b,  les  deux 
suivantes  par  b' ,  etc.,  on  obtiendra  les  produits 

gb  —  a  et  a  —  kb^ 
gb'—a'  et  a'~kb', 
gb"—  a"     et     a"-  kb". 


(|ui  seront  tous  de  même  signe,  aussi  bien  que  les  quantités  b,  b',  b", Par 

suite,  les  sommes  de  ces  deux  espèces  de  produits,  savoir 

g{b^  b' -^  b" -\- .  .  .)  —  {a  +  a' -\-  a"  +  .  . .), 
a  4-  a'+a"-^...~  k{b  -h  b' -h  b"-\-...), 

et  les  quotients  de  ces  sommes  par  b  -[-  b' -y-  b" ■+-.  . .,  savoir 

a  H- «'+ a"-4-.  .  .         rt --1- a'+ «"-h.  .  , 

é"  ~   />-+-Z;'+Z>"+...  '        Z+  6'+  //  +  ...    ~      ' 

seront  encore  des  quantités  de  même  signe;  d'où  l'on  conclura 

a  -\-  o'  +  a"  -\-  .  . 


M(,.A)  =  M(f,^,  "-;....) 


b-^b'-^b"-\-.. 
{voir  dans  les  Préliminaires  le  tbéorème  1  et  la  formule  (6)]. 
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Corollaire  I.  —  En  supposant  les  quantités  b,  b',  b" ,  . . .  réduites  à  l'unité, 

on  trouve 

.   „.           '                       (7  +  <?'+ a"  +  .  .  .        ,-,         ,      ,,  , 

(j8)  z=zM{a,a',a",  .  .  .).       \ 

Le  premier  membre  de  la  formule  précédente  est  ce  qu'on  appelle  la  moyenne 
arithmétique  entre  les  quantités  a,  a',  a",  .... 

Corollaire  IL  —  La  moyenne  entre  plusieurs  quantités  égales  se  confondant 

a     a'     a!' 
avec  chacune  d'elles,  si  les  fractions  -ri  -7-;'  tt'  •■•   deviennent  égales,  on 

b     b      b 

aura 

a  -^  a'  -\-  a''  -\- .  .  .  a  a'  a" 

^'^^  /j  +  z>'  +/>"  +  .. .  ~  1>  ~  V  '"b'' ~       ' 

ce  qu'il  est  d'ailleurs  facile  de  prouver  directement. 

Corollaire  III.  —  Si  l'on  désigne  par  a,  a',  a",  ...  de  nouvelles  quantités 
qui  soient  toutes  de  même  signe,  on  aura,  en  vertu  de  l'équation  (17), 


(20) 


a«  +  a  a  +  a  «   +.  .  .        ,_/aa    a  a'     a  a 

M 


ab-h  a'b'-^oi."b"  +  ...  ~'^'^\ab'  a' b' '  ^"'' 

'  f  V 

,  a       a         a 


Cette  dernière  formule  suffit  pour  établir  le  théorème  III  des  Préliminaires. 

Théorème  XIII.  —  Soient  A,  A',  A",  .  .  .,  B,  B',  B",  .  .  .  deux  suites  de  nom- 
bres pris  à  volonté  ;  et  formons  avec  ces  deux  suites,  que  nous  supposerons 
renfermer  chacune  un  nombre  n  de  termes,  les  racines 

y\,  Va',  Vâ^,  .... 

On  aura 

(21)  \/AA'A".  .  .  =  M(\/A,  sfk!,   v^,  ...).■ 

Démonstration.  —  Les  logarithmes  des  quantités 

•"""•^""■■^/ÂÂ■^A^T:,   ;yÂ,   Vâ^,   Vâ^,    ... 

indiqués  par  la  caractéristique  /sont  respectivement 

/A+/A^+/A'^+...        Ik       Ik'       lA" 
B  +  B'+B"+...     '      B'     W     Ir'      ■■■' 

OEuvres  de  C.  —  S.  Il,  t.  III.  4? 
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et  réqunlion  (17)  fournit  entre  ces  logarithmes  la  relation  suivante: 

/A  +  /A'+/A"  +  ...       ,.//A    Ik'    Ik" 
—  Mf 


H  4-  B'  --  B' M-  . .  .  \n      B'      B  " 

Si  maintenant  on  repasse  des  logarithmes  aux  nombres,  ce  qui  est  permis  en 
vertu  (lu  théorème  X,  on  retrouvera  la  formule  (21). 

Corollaire  /.  —  En  supposant  les  nombres  B,  B',  B",  .  .  .  réduits  à  l'unité, 
on  a  simplement 

(9.2)  '\/ÂÂ'T"~  ■=  M (  A,  A' ,  A",  .  - . ) • 

Le  premier  membre  de  la  formule  précédente  est  ce  qu'on  appelle  la  moyenne 
géométrique  entre  les  nombres  A,  A',  A",  .... 

Corollaire  IL  —  Si  toutes  les  racines 

r^,  Vr,  Vx%  ... 

deviennent  égales,  leur  moyenne  se  confondra  avec  chacune  d'elles.  Oti  aura 
donc  alors 


n+n'+B"+ 


(  23  )  """  ^"  ■^-  VA  A'  A" .  .  .  =  yi  =.  VÂ^  =  VA''  = .  .  . , 

ce  qu'il  serait  facile  de  prouver  directement. 

La  valeur  numérique  d'une  moyenne  entre  plusieurs  quantités  données 
n'est  pas  toujours  une  moyenne  entre  leurs  valeurs  numériques.  Ainsi,  [)ar 
exemple,  quoique  — i  soit  une  quantité  moyenne  entre  —  2  et  +3,  cepen- 
dant l'unité  n'est  jnis  une  valeur  moyenne  entre  2  et  3.  Parmi  les  diverses 
manières  d'obtenir  une  moyenne  entre  les  valeurs  numériques  de  n  quan- 
tités 

a,     a',     a",      .  .  . , 

l'une  des  plus  simples  consiste  à  former  d'abord  la  moyenne  arithmétique 

entre  les  carrés 

a%     a'\     a"\      ..., 

et  à  extraire  ensuite  la  racine  carrée  du  résultat.  En  opérant  ainsi,  on  trou- 
vera premièrement 

■ ~  M  (  «^  a  \  a'  -,...)» 
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puis,  en  ayant  égard  au  corollaire  du  théorème  IX, 

/    /s  \]a--\-  a''^-\-  a"''--^- .  .  .         ,,/  /-r;      i—n,     j-ia  \ 

(2/4)    ,  ^^ p. =  iM(\/«%  \Ja'-,  v/«"%  .  .  .). 

\]  Il 

Or  les  quantités  positives 

v'«s  v'«'^  v/«"^   •■• 

représentant  précisément  les  valeurs  numériques  des  quantités  données 

a,     a' ,     a" ,      .  .  . , 

il  suit  de  la  formule  (24)  qu'on  obtiendra  une  moyenne  entre  ces  valeurs,  si 
l'on  divise  par  \/n  l'expression  très  simple 

Cette  expression,  qui  surpasse  la  plus  grande  des  valeurs  numériques  dont  il 
s'agit,  est  ce  qu'on  pourrait  appeler  le  jnodule  du  système  des  quantités  a, 
a' ,  a",  ....  Le  module  du  système  de  deux  quantités  a  eA  b  ne  serait  alors 
autre  chose  que  le  module  même  de  l'expression  imaginaire  a  +  bsj—i 
{voir  le  Chapitre  VII,  §  II).  Quoi  qu'il  en  soit,  les  expressions  réelles  de  la 

forme 

\/a--]-  a'-+  a"M-.  .  . 

jouissent  de  propriétés  très  remarquables.  Dans  la  Géométrie,  elles  servent 
à  déterminer  les  longueurs  mesurées  en  ligne  droite,  et  les  aires  de  surfaces 
planes,  par  le  moyen  de  leurs  projections  orthogonales.  En  Algèbre,  elles 
fournissent  le  sujet  de  plusieurs  théorèmes  importants,  parmi  lesquels  je  me 
contenterai  d'énoncer  ceux  qui  suivent. 

Théorème  XIV.  —  Si  les  fractions 

a        a'        a" 

V      V      17''      '" 

sont  égales,  la  valeur  numérique  de  chacune  d'elles  sera  exprimée  par  le  rap- 
port 


y/a-- 


en  sorte  qu'on  aura 


\fâ^- 
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le  signe  +  ou  le  signe  —  devant  être  adopté  suivant  que  les  fractions  proposées 
sont  positives  ou  négatives. 

Démonstration.  —  En  effet,  dans  l'hypothèse  admise,  les  fractions 


//.'      /y2'      ^' 
seront  égales,  et  l'on  aura,  en  conséquence, 

«'        a""        a"'  a^+a'2+a"2  +  ... 


b^        b'^        ir-  h-'^b'^^  b"-  -i- .  .  . 

En  extrayant  les  racines  carrées,  on  retrouvera  la  formule  (25). 

Théorème  XV.  —  Soient  a,  a',  d' ,  ...  des  quantités  quelconques,  en  nombre  n. 
Si  ces  quantités  ne  sont  pas  toutes  égales  entre  elles,  la  valeur  numérique  de 
la  somme 

a  +  a'  +  a"  +  .  .  . 

sera  inférieure  au  produit 

\/n  v/«''4-a'~*+a"*+...  ; 
en  sorte  qu'on  aura 

( 26 )  val .  n u m . ( a  +  (7' -h  a"  + . . . )  <  v^/^  \Ja^-^  «'^"«"2+777  . 

Démomtration.  —  En  effet,  si  au  carré  de  la  somme 

rt!  +  a'  H-  «"  4-  .  .  . 

on  ajoute  les  carrés  des  différences  entre  les  quantités  a,  a\  a",  .  .  .  combi- 
nées deux  à  deux  de  toutes  les  manières  possibles,  savoir 

{a-a'y,     {a-a"y-,      ...,     {a'-~a"y,      ..., 
on  trouvera 

(   (r7  +  a'+«"+.  .  .y  -{-  {a  —  a' y  ^  {a  —  a"y  -h  .  .  .  -\-  (a'  —  a" y- ^  .  .  . 

(27) 

I       =  n  {a-' -h  a'^ -h  a"-' +  ...), 

et  l'on  en  conclura 

(rt  +  a'  +  rt"  +  .  .  . y  <n(a^-h  a"^  +  a"'' ■+-:..). 

En  extrayant  les  racines  carrées  positives  des  deux  membres  de  celte  dernière 
formule,  on  obtiendra  précisément  la  formule  (26). 
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Corollaire.  —  Si  l'on  divise  par  n  les  deux  membres  de  la  formule  (26),  on 
trouvera 


,    „,  ,  a-i- a' -^  a" -\-.  .  .        da'--^  a'^ -\-  a"'^^  .  .  . 

(20)  val.  num. <  -^^ ^ 

'*  \/n 

Ainsi  la  valeur  numérique  de  la  moyenne  arithmétique  entre  plusieurs  quan- 
tités a,  a',  a",  ...  est  inférieure  au  rapport 

qui  représente,  comme  on  l'a  remarqué  plus  haut,  une  moyenne  entre  les  va- 
leurs numériques  de  ces  mêmes  quantités. 

Scolie  I.  —  Lorsque  les  quantités  a,  a',  a",  ...  deviennent  égales,  on  a 
évidemment 


va 


1.  num.(<7  +  a'H-  a"  +  . . .)  tr=y/«  sja^'+  a''^+  a" 


Scolie  H.  —  Si  dans  l'équation  (27)  on  pose  successivement  n=i2,  «7=3,  ..., 
on  en  conclura 

(29)      \  {a-^a'+a"f+{a  —  a'Y+{a  —  a")-+{a'—a"Y=Z{a^+a'^+a"''), 


Théorème  XVI.  —  Soient  a,  a',  a",  .  .  .,  a,  an' ,  a",  .  .  .  deux  suites  de  (fuan- 
tités,  et  supposons  que  chacune  de  ces  suites  renferme  un  nombre  n  de  termes. 
Si  les  rapports 


a        a         a 

—  ■>        —,  5        —  : 

a        a         a 


ne  sont  pas  tous  égaux  entre  eux,  la  somme 

aix  +  a' ol' -\-  a" a."  +  .  .  . 

sera  inférieure  au  produit 

)Ja^-\-a"'-\^"-'  +  .  ..  v/a'  +  a'^  4-  a"^  +  .  .  .  ; 

en  sorte  qu'on  aura 

i  val.  num.  («a  +  a'a'-f-  a"a"  +  . . .) 
(3o)  ^ 


<v/a^+a"+a"^  +  .  .  .  v^a^+a'^-h 
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Démonstration.  —  En  efïel,  si  au  carré  de  la  somme 

fl-a  -+-  a'  cf!  -A-  a"  ol"  +  .  .  . 

ou  ajoute  les  numérateurs  des  fractions  qui  représentent  les  carrés  des  diffé- 

l'cnces  entre  les  rapports 

a        a'        a" 

a        a         a 
combinés  entre  eux  de  toutes  les  manières  possibles,  savoir 

{ay.'  —  a'  (x)-,     {aa."  —  a"  oi.)-,      ...,     {a'  x"  —  a"  a' )-,      ..., 
on  trouvera 


{ax -h  a'cK'-\- a"a." -'r- .  .  .y 
(3i)      '  -^{ax'  —  a'xy-^{ax"—a"xy-^...^{a'x'—a"a'y+... 

{       ■-{a--\~a"-+-a"'r^...)(x'--\-x'-'-hx"'  +  ...), 
et  l'on  en  conclura 

{ax  +  a'a'+  a"  a" -i- .  .  .)'<  («'-^  «"+  «"- -^ .  •  •)  («'^  «"-'^  «'"  +  ■  •  •)• 

En  extrayant  les  racines  carrées  des  deux  membres  de  cette  dernière  formule, 
on  obtiendra  précisément  la  formule  (3o). 

Corollaire,  —  Si  l'on  divise  par  n  les  deux  membres  de  la  formule  (3o),  on 
trouvera 


(32) 


val.  num. 


\/a^-ha'-'-^a"^-h...  \/oc--h  (x'^-h  a"'-^ .  .  . 


\ 
Ainsi  la  n^oyenne  arithmétique  entre  les  produits 


a  une  valeur  numérique  inférieure  au  produit  de  deux  rapports  qui  représen- 
tent des  moyennes  entre  les  valeurs  numériques  des  deux  espèces  de  quan- 
tités comprises  dans  les  deux  suites 

a,     a' ,     a",      .  .  . , 


NOTE  IL 

Scolie  1.  —  Lorsque  les  rapports 


075 


.){a'-\-  a''- -+-7." 


a        a         a 

a        Cf.         y. 

deviennent  égaux,  on  tire  de  la  formule  (3f) 

et,  par  suite,  .  • 

val.  num.(aa  +  a'a'+  aW  +  .  .  .) 

Il  serait  facile  d'arriver  directement  au  môme  résultat. 
Scolie  //.  —  Si  dans  la  formule  (3i)  on  pose  sncccssivemeni 

«  =  2,  «  r=  3,  ,  .  .  , 

on  en  conclura 

,11    ^  _     r,'l  r,    \-i   ^    l  r,l   r,ll r,"  ri'  y^ 


(33; 


]  {ax~^a'o'J-^.-a"ot"y--^-  {a a'  -  a' ocY  +  {aa"  —  a" ^Y  +  {a' oc"  -~  a" a' y 
j       =z  {a'+a"--]-a"-')  (a-+  a'2+  x"''), 


La  première  des  équations  précédentes  s'accorde  avec  l'équation  (8)  du  Cha- 
pitre VII  (§  I).  La  seconde  peut  s'écrire  ainsi  qu'il  suit 


(34) 


(   {aoc'—a'ocy^  {a  oi"  —  a"  af  -\-  {a'  a"  ^-  a"  oi'  Y 

\        -iz  {a"' -{- a''- -{- a"'-)  {oC- -h  a'^-i-  y.'"-)  —  (aa-+a'a'+  a"  y."  Y, 


et  sous  cette  forme  elle  peut  être  employée  avec  avantage  dans  la  théorie  des 
rayons  de  courbure  des  courbes  tracées  sur  des  surfaces  quelconques,  ainsi 
que  dans  plusieurs  questions  de  Mécanique. 

Nous  terminerons  celte  Note  par  la  démonstration  d'un  théorème  digne  de 
remarque,  auquel  on  se  trouve  conduit  en  comparant  la  moyenne  géomé- 
trique entre  plusieurs  nombres  avec  leur  moyenne  arithmétique.  Voici  en 
quoi  il  consiste  : 

Théohjîme  XVII.  —  La  moyenne  géométrique  entre  plusieurs  nombres  A,  \\, 
C,  I),  ...  est  toujours  inférieure  à  leur  moyenne  arithmétique. 
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Démonstration.  —  Soit  n  le  nombre  des  lettres  A,  B,  C,  I),  ....  Il  suffira 
de  prouver  qu'on  a  généralement 

(35)  v/ABCl)...< 

n 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

(36)  ABCJ)...<^^  +  ^-^^  +  ^^-^---^" 

Or,  en  premier  lieu,  on  aura  évidemment,  pour  «  =  2, 


2     /  V     2     y      \  4 

A  4-  B  +  C  +  I)\4  /  E  4-  F  +  G  -F  H 


et  l'on  en  conclura,  en  prenant  successivement  /^=z4>  /'=8,  .  .  .,  enfin  n=:2'", 
.       ABCD  ^/A  +  BV/C  +  ny^/A-HB  +  C-^U 


ABCDEFGH  < 


A+B+C+D+E+F+G+H 


(37)  ABCD. . . <  (^+'L±|_+"+--,:y-. 

En  second  lieu,  si  n  n'est  pas  un  terme  de  la  progression  géométrique 

2,     4,     8,     16,     ..., 

on  désignera  par  2'"  un  terme  de  cette  progression  supérieure  à  n,  et  l'on 

fera 

^       A  +  B-^C  +  I) -+-... 

Jv  = —  ; 

n 

puis,  en  revenant  à  la  formule  (37),  et  supposant  dans  le  premier  membre 
de  cette  formule  les  2'" —  n  derniers  facteurs  égaux  à  K,  on  trouvera 

ou,  en  d'autres  termes, 

ABC1)...K2'"-«<K2'. 
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On  aura  donc  par  suite 

ABCI).    .<K»      .A  +  B  +  C  +  n  + 


ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Corollaire.  —  On  conclut  généralement  de  la  formule  (36) 

(38)  A  -h  B  +  C  -+-  D  +   . .  >  «  vABCl) . .  . , 

quel  que  soit  le  nombre  des  lettres  A,  H,  C,  1),  ....  Ainsi,  par  exemple, 

j  A+B>  VAB, 

,  A-i-BM-C>3  v^ÂBC, 


(39) 
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NOTE  m. 


SUR    I.A    RESOLUTION    NUMERIQUE    DES   EQUATIONS. 


Résoudre  numériquement  une  ou  plusieurs  équations,  c'est  trouver  les 
valeurs  en  nombres  des  inconnues  qu'elles  renferment;  ce  qui  exige  évi- 
demment que  les  constantes  comprises  dans  les  équa'lions  dont  il  s'agit 
soient  elles-mêmes  réduites  en  nombres.  Nous  nous  occuperons  seulement 
ici  des  équations  qui  renferment  une  inconnue,  et  nous  commence.rons  par 
établir,  à  leur  égard,  les  théorèmes  suivants. 

Théorème  I.  —  Soit  fi^oc)  une  fonction  réelle  de  la  variable  x,  qui  demeure 
continue  par  rapport  à  cette  variable  entre  les  limites  x  ■=.  x^,  x  zr:  X.  Si  les 
deux  quantités  /(-Cq),  /(X)  sont  de  signes  contraires,  on  pourra  satisfaire  à 
l'équation 

(.)  f{00)r^O 

par  une  ou  plusieurs  valeurs  réelles  de  x  comprises  entre  x^  et\. 

Démonstration.  —  Soit  iCo  la  plus  petite  des  deux  quantités  ^o-  X.  Faisons 

X  —  .27,,  =  A, 

et  désignons  par  m  un  nombre  entier  quelconque  supérieur  à  l'unité.  Comme 
des  deux  quantités  /(^o),  /(X),  l'une  est  positive,  l'autre  négative,  si  l'on 
forme  la  suite 

et  que,  dans  cette  suite,  on  compare  successivement  le  premier  terme  avec 
le  second,  le  second  avec  le  troisième,  le  troisième  avec  le  quatrième,  etc., 
on  finira  nécessairement  par  trouver  une  ou  plusieurs  fois  deux  termes  con- 
sécutifs qui  seront  de  signes  contraires.  Soient 
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deux  termes  de  cette  espèce,  ^i  étant  la  plus  petite  des  deux  valeurs  corres- 
pondantes de  a^.  On  aura  évidemment 

et 

X'—  0;^=     -  =r  —  (X  — X„). 

m        m 

Ayant  déterminé  ^1  et  X'  comme  on  vient  de  le  dire,  on  pourra  de  môme, 
entre  ces  deux  nouvelles  valeurs  de  x,  en  placer  deux  autres  a;^,  X"  qui,  sub- 
stituées dans/(^),  donnent  des  résultats  de  signes  contraires,  et  qui  soient 
propres  à  vérifier  les  conditions 

^1  <  X,  <  X"  <  X', 

X"--^,=  -(X'-^,)=z  -L(X-jro). 
m  m- 

En  continuant  ainsi,  on  obtiendra  :  1°  une  série  de  valeurs  croissantes  de  x, 
savoir 

(  2  )  Xq,     x^,     Xi,,     •  •  •  ; 

2"  une  série  de  valeurs  décroissantes 

(3)  .       X,     X',     X'',     ...,       ■ 

qui,  surpassant  les  premières  de  quantités  respectivement  égales  aux  pro- 
duits 

ix(X— j?„),     -—x{\  —  xj,     --x(X  — ^„),     ..., 

finiront  par  différer  de  ces  premières  valeurs  aussi  peu  que  l'on  voudra. 
On  doit  en  conclure  que  les  termes  généraux  des  séries  (2)  et  (3)  converge- 
ront vers  une  limite  commune.  Soit  a  cette  limite.  Puisque  la  fonction  /(x) 
reste  continue  depuis  x  =  x^  jusqu'à  ^  =  X,  les  termes  généraux  des  séries 

suivantes 

f{x,),     f{Xi),     f{x,),       ...,     , 

/(X),      /(X'),    /(X"),      ... 

convergeront  également  vers  la  limite  commune /(«);  et,  comme  en  s'ap- 
prochant  de  cette  limite  ils  resteront  toujours  de  signes  contraires,  il  est  clair 
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que  la  quantité /(a),  nécessairement  finie,  ne  pourra  différer  de  zéro.  Par 
conséquent  on  vérifiera  l'équation 

en  attribuant  à  la  variable  jr  la  valeur  particulière  a  comprise  entre  j^o  et  X. 
En  d'autres  termes, 

(4)  Ji-ziza 

sera  une  racine  de  l'éciualion  (i). 
Scolie  I.  —  Si,  après  avoir  poussé  les  séries  (2)  et  (3)  jusqu'aux  termes 

x„    et    X"') 

(«  désignant  un  nombre  entier  (|uelconque),  on  prend  la  demi-somme  de  ces 
deux  termes  pour  valeur  approchée  de  la  racine  «,  l'erreur  commise  sera  plus 
petite  que  leur  demi-différence,  savoir 

I  X-.ro 


Comme  cette  dernière  expression  décroît  indéfiniment  à  mesure  que  //  aug- 
mente, il  en  résulte  que,  en  calculant  un  nombre  suffisant  de  termes  des 
deux  séries,  on  finira  par  obtenir  de  la  racine  a  des  valeurs  aussi  approchées 
(|ue  l'or)  voudra. 

Scolie  II.  —  S'il  existe  entre  les  limites  ./o,  X  plusieurs  racines  réelles  de 
l'équation  (i),  la  méthode  précédente  en  fera  connaître  une  partie,  et  quel- 
quefois même  les  fournira  toutes.  Alors  on  trouvera  pour  j\  et  X',  ou  bien 
pour  x^_  et  X",  .  .  .  plusieurs  systèmes  de  valeurs  cpii  jouiront  des  mêmes 
propriétés. 

Scolie  m.  —  Si  la  fonction  f{jc)  est  constamment  croissante  ou  constam- 
ment décroissante  depuis  x^=^x^^  jusqu'à  x-=z  X,  il  n'existera  entre  ces  limites 
qu'une  seule  valeur  de  x  propre  à  vérifier  l'équation  (1). 

Corollaire  1.  —  Si  l'équation  (1)  n'a  pas  de  racines  réelles  comprises  entre 
les  limites  .370,  X,  les  deux  quantités 

/(^^o),    /(X) 
seront  de  même  signe. 
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Corollaire  IL  —  Si,  dans  l'énoncé  du  théorème  I,  on  remplace  la  fonc- 
tion fix)  par 

{h  désignant  une  quantité  constante),  on  obtiendra  précisément  le  théo- 
rème IV du  Chapitre  II  (§11).  Dans  la  même  hypothèse,  en  suivant  hi  méthode 
ci-dessus  indiquée,  on  déterminera  numériquement  les  racines  de  l'équation 

(5)       .  f{^r).-:.b 

comprises  entre  Xq  et  X. 

Nota.  —  Lorsque  l'équation  (i)  a  plusieurs  racines  comprises  entre  x^, 
et  X,  en  calculant  les  séries  (2)  et  (3),  on  n'est  pas  toujours  assuré  d'ob- 
tenir la  plus  petite  ou  la  plus  grande  des  racines  dont  il  s'agit.  Mais  on  peut 
arriver  à  ce  but  en  suivant  une  autre  méthode  dont  M.  Legendre  a  fait  usage 
dans  le  Supplément  à  la  Théorie  des  nombres.  Cette  seconde  méthode  se 
déduit  immédiatement  des  deux  théorèmes  que  je  vais  énoncer. 

Théorème  II.  —  Supposons,  comme  dans  le  théorème  I,  (jue  la  fonction  f{x) 
reste  continue  depuis  x  =  Xç^  Jusqu'à  ^  =  X  (X  étant  supérieur  à  Xq),  et  dési- 
gnons par  o{x),  x{x)  deux  fonctions  auxiliaires,  également  continues  dans 
l'intervalle  dont  il  s'agit,  mais  de  plus  assujetties  :  i"  à  croître  constamment 
avec  X  dans  cet  intervalle;  2"  à  fournir  pour  la  différence 

une  expression  variable  qui,  d'abord  négative  lorsqu'on  attribue  à  x  la 
valeur  particulière  Xq,  demeure  toujours  égale  {au  signe  près)  à  f{x).  Si 
l'équation 

(1)  /(^)  =  o 

a  une  ou  plusieurs  racines  réelles  comprises  entre  x^^  et  X,  les  valeurs  de  x 
représentées  par 

(o)  ^Q,       ^1,       X^,       X3,       •  •  -, 

et  déduites  les  unes  des  autres  par  le  moyen  des  formules 

(7)         ^^(-Pi)  ^-z(-^o),         ?('^2)  =  z(^'i).         9(^3) -"Xi-'^î), 

composeront  une  série  de  quantités  croissantes  dont  le  terme  général  conver- 
gera vers  la  plus  petite  de  ces  racines.  Si,  au  contraire,  l'équation  (i)  n'a 
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pas  de  racines  réelles  comprises  entre  Xq  et  \,  le  terme  général  de  la  série  (6) 
finira  par  surpasser  X. 

Démonstration.  —  Admettons  en  premier  lieu  que  l'équation  J\a;)  =o  ait 
une  ou  plusieurs  racines  réelles  comprises  entre  les  limites  ^r^,  X;  et  dési- 
gnons par  a  la  plus  petite  de  ces  racines.  On  vérifiera  l'équation  dont  il  s'agit 
ou,  ce  qui  revient  au  même,  la  suivante 

(i)  cp{x)—-x^{x)  =  o, 

en  prenant  x  -—  a;  et  l'on  aura  en  conséquence 

(8)  o{a)=x{a). 

De  plus,  la  fonction  ■/^{■r)  étant  constamment  croissante  avec  .r  depuis 
xr=:  Xq  jusqu'à  ^  nz  X,  et  a  surpassant  x^^,  l'on  aura  encore 

Z(«)>X(-3^o). 

En  combinant  les  deux  dernières  formules  avec  la  première  des  équations  (7), 
savoir 

X(^o)~?(-^i), 

on  en  conclura 

o{a)  >9(J7,) 

et,  par  suite, 

(9)  «>a',. 
De  même,  en  combinant  les  trois  formules 

dont  la  seconde  se  déduit  immédiatement  de  la  formule  (9),  on  trouvera 

cp(a)>a)(^2) 
et,  par  suite, 

(10)  a>.r,. 

En  continuant  ainsi,  on  s'assurera  que  tous  les  termes  de  la  série  (6)  sont 
inférieurs  à  la  racine  a.  J'ajoute  que  ces  différents  termes  composeront  une 
suite  de  quantités  croissantes;  el,  en  effet,  puisque  la  différence 
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est  négative  par  hj'pothèse  pour  x  -  x,^,  on  aura 

9(j?o)  <z('3^o); 

mais  7 ( o^u )  =  cp  ( .a?! )  ;  donc 

?  (^^0X9(^1)» 

(11)  -^0 <^  X ^, 

De  plus,  cTi  étant  compris  entre  x^  et  a,  aucune  racine  réelle  de  l'équation 

ne  se  trouvera  renfermée  entre  les  limites  x^,  x^\  et  par  conséquent  {voir  le 
théorèrrie  I,  corollaire  I) 

seront  des  quantités  de  môme  ^igne,  c'est-à-dire  toutes  deux  négatives.  On 
aura  donc 

?('^i)  <  7.(^1) 

et,  par  suite,  à  cause  de  x(^i  )  =  ^{x=,_^), 

9(d;i)<9(^2), 

(12)  x^<^x^\ 

etc.  Donc  enfin  les  quantités 

Xi^,       X i ,       X-i,        .  .  . 

formeront  une  série  dont  le  terme  général  x,,,  croissant  constamment  avec  n 
sans  pouvoir  jamais  surpasser  la  racine  a,  convergera  nécessairement  vers 
une  limite  égale  ou  inférieure  à  cette  racine.  Nommons  /  cette  limite.  Comme, 
en  vertu  des  équations  (7),  on  a,  quel  que  soit  n, 

9(ir„_,.,)  =:7(/r„), 

on  en  conclura,  en  faisant  croître  n  indéfiniment,  et  passant  aux  limites, 

(i3)  o{l)  =  yJJ). 

La  quantité  /sera  donc  elle-même  une  racine  de  l'équation  (1);  et,  puisque 
cette  quantité  sera  plus  grande  que  x^^,  sans  être  supérieure  à  la  racine  a,  on 
aura  évidemment 

(i4)  l^a. 
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Admettons,  en  second  lieu,  que  l'équation  (i)  n'ait  pas  de  racines  réelles 
comprises  entre- j^o  et  X.  On  prouvera  encore  dans  celte  hypothèse  que  le 
terme  général  x„  de  la  série  (6)  croît  constamment  avec  n,  du  moins  tant 
que  ce  terme  reste  inférieur  à  X.  En  effet,  tant  que  celte  condition  sera  rem- 
plie, la  différence 

sera  (théorème  I,  corollaire  1)  de  môme  signe  que 

?(>z-o)  —  x(-^o), 

c'est-à-dire  négative  et,  par  suite,  on  établira  comme  ci-dessus  les  for- 
mules (il),  (i2),  ....  De  plus,  Xn  ne  pourra  converger  vers  une  limite  fixe  / 
inférieure  à  X,  puisque  l'existence  de  celle  limite  entraînerait  évidemment 
l'équation  (i3),  et  par  suite  l'existence  d'une  racine  réelle  comprise  entre  œç, 
et  X.  Donc  il  faudra  nécessairement,  dans  l'hypothèse  admise,  que  la  valeur 
de  jL-„  finisse  par  surpasser  la  limite  X. 

Corollaire  I.  —  Les  conditions  auxquelles  les  fonctions  auxiliaires  o(^), 

yX-J^)  sont  assujetties  dans  l'énoncé  du  théorème  11  peuvent  être  remplies 

d'une  infinité  de  manières.  Mais,  parmi  le  nombre  infini  des  valeurs  que  l'on 

peut  attribuer  à  la  fonction  <^{x),  il  importe  d'en  choisir  une  qui  permette 

de  résoudre  facilement  les  équations  (7),  c'est-à-dire,  en  général,  toute 

équation  de  la  forme 

o{œ)  iiz  const. 

La  valeur  de  ^{x)  étant  choisie,  comme  on  vient  de  le  dire,  on  calculera 
sans  peine  les  différents  termes  de  la  série  (6),  et  il  suffira  de  chercher  la 
limite  vers  laquelle  ils  convergent  pour  obtenir  la  plus  petite  des  racines  de 
l'équation  (i)  comprises  entre  o-q  et  X.  Si  ces  mêmes  termes  finissent  par 
surpasser  X,  l'équation  (i)  n'aura  pas  de  racine  réelle  dans  l'intervalle  de  x,, 
àX. 

Corollaire  11.  —  Si  l'on  prend 


3Cn 


et  si,  de  plus,  l'équation  (i)  admet  des  racines  positives,  les  quantités  ûc,, 
^2,  .  . .  seront  toutes  inférieures  à  la  plus  petite  racine  de  celte  espèce,  et  en 
fourniront  des  valeurs  de  plus  en  plus  approchées. 

Théorème  IlL  —  Supposons,  comme  dans  le  théorème  /,  que  la  fonction  f{x) 
demeure  continue  depuis  x  z=i  a'o  jusqu'à  j?  =r  X  (X  étant  supérieur  à  x^^),  et 
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désignons  par  o{x),  y^{x)  deux  fonctions  auxiliaires  également  continues 
dans  l'intervalle  dont  il  s'agit,  mais  de  plus  assujetties  :  \°  à  croître  constam- 
ment avec  X  dans  cet  intervalle;  2"  à  fournir  pour  la  différence 

une  expression  variable  qui  devienne  positive  lorsqu'on  attribue  à  x  la  valeur 
particulière  X,  et  demeure  toujours  égale,  au  signe  près,  à  f{x).  Si  l'équa- 
tion 

(I)  .  f{^)=o 

a  une  ou  plusieurs  racines  réelles  comprises  entre  Xq  et  X,  les  valeurs  de  x 
représentées  par 

(i5)  X,  X',  x^  X'",   ... 

et  déduites  les  unes  des  autres  par  le  moyen  des  formules 

(.6)       9(X')=x(X),         o(X")  =  x(X').         9(X'")=x(X"), 

composeront  une  série  de  quantités  décroissantes  dont  le  terme  général  con- 
vergera vers  la  plus  grande  de  ces  racines.  Si  au  contraire  l'équation  (i)  n'a 
pas  de  racines  réelles  comprises  entre  Xq  et  X,  le  terme  général  de  la.  série  (i5) 
Jinira par  s'abaisser  au-dessous  de  x^. 

La  démonstration  de  ce  troisième  théorème  est  tellement  semblable  à 
celle  du  second  que,  pour  abréger,  nous  nous  dispenserons  de  la  rapporter 
ici. 

Corollaire  I.  —  Parmi  le  nombre  infini  de  valeurs  qu'on  peut  attiibuer  à 
la  l'onction  o(js)  de  manière  à  remplir  les  conditions  exigées,  il  importe  d'en 
choisir  une  qui  permette  de  résoudre  facilement  les  équations  (16),  c'est- 
à-dire,  en  général,  toute  équation  de  la  forme 

o(j:)  =  const. 

La  valeur  de  9(-r)  étant  choisie  comme  on  vient  de  le  dire,  on  calculera  sans 
peine  les  différents  termes  de  la  série  (i5),  et  il  suffira  de  chercher  la  limile 
vers  la(iuelle  ils  convergent  pour  obtenir  la  plus  grande  des  racines  de  l'équa- 
tion (i)  comprises  entre  x^  et  X.  Si  ces  mêmes  termes  finissent  par  s'abaisser 
au-dessous  de  j^q»  l'équation  (i)  n'aura  pas  de  racine  réelle  dans  l'intervalle 
de  ^0  î>  ^• 

OEufrcs  de  C.  —  i.n,  V.\\\.  ^9 
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Corollaire  II.  —  Si,  l'équation  (i)  ayant  des  racines  positives,  X  surpasse 
la  plus  grande  racine  de  cette  espèce,  les  quantités  X',  X",  ...  resteront 
toutes  supérieures  à  celte  même  racine  et  en  fourniront  des  valeurs  de  plus 
en  plus  approchées. 

Scolie  I.  —  Si  l'équation  (i)  n'a  qu'une  seule  racine  réelle  a  comprise 
entre  x^^  et  X,  les  termes  généraux  des  séries  (6)  et  (j5),  dont  la  première 
est  croissante  et  la  seconde  décroissante,  convergeront  vers  une  limite  com- 
mune égale  à  cette  racine.  Alors,  si  l'on  prolonge  ces  séries  jusqn'aux  termes 

•X  ,1     ei     ^v     , 

puis  que  l'on  prenne  la  demi-somme  de  ces  deux  termes  pour  valeur  appro- 
chée de  la  racine  a,  l'erreur  commise  sera  plus  petite  que 

X""-^„ 


Scolie  II.  —  l*our  montrer  une  application  des  principes  que  nous  venons 
d'établir,  considérons  en  particulier  l'équation 

(17)  X"'  -  A,  X"'-'  -  A2 ^'"--  - ...  -  A,„_,  X  --  \,„  =  o, 

fn  désignant  un  nombre  entier  quelconque,  et 

A],     Aj,      .  .  •,     A„j_i,      A„i  ■  • 

des  quantités  positives  ou  nulles.  Comme  le  premier  membre  de  celte  équa- 
tion est  négatif  pour  o^  r=o  et  positif  pour  de  très  grandes  valeurs  de  x,  il  en 
résulte  qu'elle  a  au  moins  une  racine  positive  et  finie.  De  plus,  celle  même 
équation,  ne  différant  pas  de  la  suivante 

A^       Aj!  _^        ,    A,„-i       A^  _  j 

X  X''     '    "  '~^  x'"-^         X'"-  ~'' 

dont  le  second  membre  reste  invariable,  tandis  que  le  premier  décroît  con- 
stamment pour  des  valeurs  positives  et  croissantes  de  x,  n'admettra  évidem- 
ment qu'une  seule  racine  réelle  et  positive.  Soient  a  cette  racine  et  A  le  plus 

grand  des  nombres 

■Al,     Ao,      ...»     A,„_|,     A,„; 

enfin,  désignons  à  l'ordinaire  une  moyenne  entre  ces  nombres  par  la  nota- 
tion 

M(A,,  A2,  . . .,  A,„_,,  A,„). 
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On  tirera  de  l'équaLion  (17),  en  y  faisanl  x--a,  puis  ayant  égard  à  la  for- 
mule (11)  des  Préliminaires, 

—  (a'"-'+a'"-2  4-...+  a  +  i)M(Ai,  A2,  •  •  .,  A„,_i,  A,„) 
M(A,,  A2,  .  . .,  A,„_i,  A„J  <  A 


el,  par  suite, 


a  —  i  a  —  i 


a'"  —  r 
a  —  I  <  A ;--  <  A, 


(18)  a<A-i-i. 

Par  conséquent  la  uacine  positive  de  l'équation  (17)  sera  comprise  entre  les 
limites  o  et  A  +  i.  D'un  autre  côté,  comme,  en  désignant  par 

A,,  a'"-''     et    \sfi"'-' 

le  plus  petit  et  le  plus  grand  des  termes  Yenfermés  dans  le  polynôme 

Al  a'"-' +- A,  «'"-'  +  . . .  + A,„_ia-j- A„,, 

et  par  «~m  le  nombre  de  ceux  qui  diffèrent  de  zéro,  on  aura  évidemment 

a'">  nA,.a"'-'\ 

a"'< /<A,a'"-* 
et,  par  suite, 

a  >  («A,.)'', 

1 
a<{nAsY, 

il  est  clair  que  la  racine  a  sera  comprise  entre  le  plus  petit  et  le  plus  grand 

des  nombres 

1 
(•9)  /ïA,,     in\,y,     {n\,y,     ,..,     («A,„)'«. 

Knfm,  puisque,  en  vertu  du  tbéorème  I  (corollaire  I),  le  premier  membre  de 
l'équation  (17)  restera  négatif  depuis  ^  =:  o  jusqu'à  x-=za,  et  positif  depuis 
j7  =  a  jusqu'à  ^  tzr  00,  il  en  résulte  qu'on  pourra  cboisir  encore  pour  limite 
inférieure  de  la  racine  a  le  plus  grand  des  nombres  entiers  qui  rendent  néga- 
tive l'expression 

(  20  )  x'^  —  Al  x"'-^  —  A2 .2^'"--  — ...  —  A,„..  1 X  —  A,„, 
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et  pour  limite  supérieure  le  plus  petit  de  ceux  qui  la  rendent  positive.  Soient 
mainlenant 

les  deux  limiles  inférieure  et  supérieure  calculées  d'après  l'une  des  règles 
que  nous  venons  d'indiquer.  Si  l'on  fait,  en  outre, 

(21)  o(j7)  =  j7'",         yj^)— A,j;'«-*  +  A,J7'«-2  +  ..  .H-  A,„_,^  +  A,„, 

les  théorèmes  II  et  III  seront  applicables  à  l'équation  (17);  et  comme,  dans 
cette  hypothèse,  chacune  des  équations  (7)  ou  (16)  se  trouvera  réduilo  à  la 

forme 

x"^=i  const., 

il  deviendra  facile  de  calculer  les  quantités  comprises  dans  les  deux  séries 

X,      X',     X",     X'",     ..., 

"3^0,        -^i)         "^2»         -^S»  •  •   •» 

dont  les  termes  généraux  seront  les  valeurs  approchées  en  plus  et  en  moins 
de  la  racine  a. 

Scolie  III.  —  Considérons  encore  l'équation 

(22)  .r"'  + Ai.r'"-'  +  A,.'r"'-2-[-.  . .  + A,„_,^  — A,„=:o, 
m  désignant  toujours  un  nombre  entier,  et 

A],       A2,        •  •  •>       A;/,_i,       \,n 


des  quantités  positives  ou  nulles,  dont  la  plus  grande  soit  égale  à  A.  En  pre- 
nant —  pour  inconnue,  on  pourra  présenter  cette  équation  sous  la  forme  sui- 


I 

X. 

vante 


(23)    (}_X __^^^!i^(lX~' -^^^^^{-X'"' -    --^  -  -  — =  0,  • 

\^/  A,„    \x)  A,„    \x)  '"       A,„  X       A,„ 

qui  est  pareille  à  celle  de  l'équation  (17).  On  en  conclura  que  l'équation  (22) 
admet  une  seule  racine  positive  inférieure  au  quotient 


(24) 


A 

■f»/n 
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et  que  cette  racine  est  comprise,  non  seulement  entre  la  plus  petite  et  la  plus 
grande  des  quantités 

1  i  —L-  1 

«A,„_,'      \nÂ,„-2j    '      \/iA„,_:j/    '  '      \/^Âi/         '      \  n  J    ' 

n^m  représentant  le  nombre  des  termes  variables  renfermés  dans  le  pre- 
mier membre  de  l'équation  (22),  mais  aussi  entre  le  plus  grand  des  nombres 
entiers  qui  rendent  négative  l'expression 

(26)  :r'«+ A,^'«-*-+- A,jr'«--  +  .  . .  + A;„l,^  — A„,, 

et  le  plus  petit  de  ceux  qui  la  rendent  positive.  Après  avoir  fixé,  d'après  ces 
remarques,  deux  limites  en  plus  et  en  moins  de  la  racine  en  question,  il 
suffira,  pour  en  approcher  davantage,  d'appliquer  les  théorèmes  II  et  III  à 

l'équation  (23),  en  y  regardant  —  comme  l'inconnue  qu'il  s'agit  de  déter- 
miner. 

Scolie  IV.  —  Si  l'équation  (i)  avait  deux  racines  réelles  comprises  entre  jl\^ 
et  X,  mais  extrêmement  rapprochées  l'une  de  l'autre,  les  termes  généraux 
des  séries  (6)  et  (i5)  paraîtraient  au  premier  abord  converger  vers  la  môme 
limite,  et  l'on  pourrait  prolonger  longtemps  les  deux  séries  avant  de  s'aperce- 
voir de  la  différence  entre  les  limites  vers  lesquelles  ils  convergent  effective- 
ment. La  même  remarque  est  applicable  aux  séries  (2)  et  (3).  Par  consé- 
quent les  méthodes  de  résolution  fondées  uniquement  sur  le  théorème  I  ou 
bien  sur  les  théorèmes  II  et  III  ne  sont  pas  propres  à  faire  connaître,  dans 
tous  les  cas,  le  nombre  des  racines  réelles  d'une  équation  numérique:  mais 
elles  fourniront  toujours  des  valeurs  aussi  approchées  que  l'on  voudra  de 
toute  racine  réelle  qui  se  trouvera  seule  comprise  entre  deux  limites  don- 
nées. 

Dans  le  cas  particulier  oi^i  l'équation  numérique  que  l'on  considère  a  pour 
premier  membre  une  fonction  réelle  et  entière  de  la  variable  x,  on  peut 
tout  à  la  fois,  ainsi  que  M.  Lagrange  l'a  fait  voir,  déterminer  le  nombre  des 
racines  réelles  et  calculer  leurs  valeurs  approchées.  Pour  atteindre  facile- 
ment ce  but,  il  convient  de  réduire  d'abord  l'équation  proposée  à  n'avoir  que 
des  racines  inégales,  en  opérant  comme  il  suit. 

Soit 

(27)  •  F(^0  =  o 

l'équation  donnée.  Désignons  pur  a,  b,  c,  .  . .  ses  diverses  racines  réelles  ou 
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imaginaires,  et  par  m  le  degré  de  son  premier  membre,  dans  lequel  nous 
supposerons  le  coefficient  de  la  plus  haute  puissance  de  x  réduit  à  l'unité. 
Enfin,  soient  m'  le  nombre  des  racines  égales  à  a,  m"  le  nombre  des  racines 
égales  à  h,  ni"  le  nombre  des  racines  égales  à  c,  ....  On  aura 

(28)  ni -h  m"^  m" -+- .  .  .z=  ni 

et 

(•>.g)  ¥{.x)  =  {cc  — a)'"' {jr  — b)'""  {x  —  c)'"' 

On  en  conclura,  en  désignant  par  z  une  nouvelle  variable, 

(3o)       ^^-7t-^  =  {r  +  ~^)     (.+ 


F(.r)  \         x  —  a/      \         X — b 

Si  mainlenani  on  fait 

(30  F(^  +  2)  =  F(.r)  +  :;  Y  ,{x)  -^  z"-  ¥^{x)-^..., 

et  que  l'on  développe  les  expressions 


suivant  les  puissances  ascendantes  de  -s,  l'équation  (3o)  deviendra 

F.(.r)     ^       J%(.r) 
'^^F(.r)     '    -    F(.r)    ^••• 

^     '  ni' 

I  ^ r  3  + . . .  Il  I  -+- 


14- 


x  —  b 
ni 


X  —  a        X  — •  b        X  —  c 


puis,  en  égalant  de  part  et  d'autre  les  coefficients  de  la  première  puissance 
de  z,  on  trouvera 

/  F,(j-)  ni  m"  nf 


V  (x)         X  —  a        X  —  b        X  —  c 

(3a)    \      ^    ' 

m\x—  b)  {x  —  c).  .  .  ■A-m"{x_  —  a)  {x  —  c).  .  .-\-  m"\x  —  a)  {x  —  b) .  .  .  + 


{x  —  a)  {x  —  b)  {x  —  c) .  .  . 

r.ommc  la  formule  précédente  a   pour  dernier  membre   une   fraction  algé- 
brique évidemment  irréductible,  il  en  résulte  (ju'il  suffit  de  diviser  le  pre- 
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mier  membre  F{x)  de  l'équation  (27)  par  le  pliis  grand  commun  diviseur, 
des  deux  polynômes  F(^),  ¥i{a:)  pour  ramener  celte  équation  à  la  suivante 

(33)  {.r  —  a)  {x  —  b)  {x  —  c)...  =  o, 

qui  n'a  plus  que  des  racines  inégales. 

Nous  ne  nous  arrêterons  pas  à  faire  voir  comment  on  pourrait  déduire  des 
mômes  principes  diverses  équations  dont  les  racines,  toutes  inégales  entre 
elles,  seraient  équivalentes,  tantôt  aux  racines  simples,  tantôt  aux  racines 
doubles,  tantôt  aux  racines  triples,  etc.  de  la  proposée.  Nous  ajouterons  seu- 
lement ici  quelques  remarques  relatives  au  cas  où  l'on  suppose  immédiate- 
ment toutes  les  racines  de  l'équalion  (27)  inégales  entre  elles.  Chacun  des 
nombres  ru',  m",  m'",  ...  se  réduisant  alors  à  l'unité,  on  tire  la  formule  (3:2) 

(  34  )     Fi  {a.-)  z:=i  {a;  -'  b)  {jc  —  c) .  .  .  +  (x  ~  a)  {x  —  c) .  .  . -h  (x  —  a)  {.r  —  />)...  +  ..., 

et,  par  suite, 


(35; 


Fi(a)i=(rt  —  b)  {a  —  c)  .  .  .^ 
h\{b)^{b-a){b^-^c)..., 
Fi(c)  z=(c-a){c-b)..., 
? 

ftt  I  /n  —  \  i 

(36)  ¥,{a)  F,{b)  l\{c) .  .  .=  {-  i)'~-^{a  -  by  {a  -  c)K  .  .{b  ~  cy- .  .  .  .  . 

Ainsi,  dans  l'hypothèse  admise,  le  produit  des  carrés  des  différences  enire 
les  racines  de  l'équation  (27)  sera  équivalent,  abstraction  faite  du  signe,  au 

[)roduit 

F,{a)F,{b)F,{c)..., 

et  par  conséquent  au  dernier  terme  de  l'équation  en  z  que  fournit  l'élimina- 
tion de  X  entre  les  deux  suivantes 

(37)  F(^):=:o,         z-F,{x)=o', 

de  sorte  que,  en  appelant  H  la  valeur  numérique  de  ce  dernier  terme,  ou 
aura 

(38)  {a  -  by-  {a  -  cy . . .  (b  ~  cy . .  .  =  ±\l. 

Dans  la  même  hypothèse,  les  valeurs  de  Fi(«)>  F,(^),  ...  données  i)ar  le> 
formules  (35)  n'étant  jamais  nulles,  si  l'on  désigne  par  a  une  racine  réelle  de 
l'équation  (27),  il  suffira  d'attribuer  au  nombre  a  des  valeurs  très  pelites  pour 
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(Iiio  les  dcu\  quantités 

P{a  -{-  c(.)zzz      a  Fi  ( a )  +  aM'., ( a )  -I-  .  .  . , 
¥{a~oc)=—xF^{a)-hx'-F.,{a)—... 

soient  de  signes  contraires.  De  plus,  si  l'on  représente  par  .z-o,  X  deux  limites 
inférieure  et  supérieure  entre  lesquelles  la  seule  racine  réelle  a  se  trouve 
comprise,  en  vertu  du  théorème  I  (corollaire  I),  F(X)  sera  de  même  signe 
(|ue  F(a-+-a),  F(^o)  de  môme  signe   que  F((7  — a),  et  par  suite  les  deux 

(juantités 

F(^o),     F(X) 

seront  de  signes  contraires. 

Lorsque  l'équation  (27)  n'a  pas  de  racines  égales,  ou  qu'elle  a  été  débar- 
rassée de  celles  qu'elle  pouvait  avoir,  il  devient  facile  de  déterminer  pour 
cette  équation,  non  seulenient  deux  limites  entre  lesquelles  toutes  les  racines 
réelles  se  trouvent  renfermées,  mais  encore  une  suite  de  quantités  qui,  prises 
deux  à  deux,  servent  de  limites  respectives  aux  différentes  racines  de  celte 
espèce,  et  enfin  les  valeurs  aussi  approchées  que  l'on  voudra  de  ces  mômes 
racines.  C'est  ce  que  nous  allons  établir,  en  résolvant  l'un  après  l'autre  les 
trois  problèmes  suivants. 

Problème  L  —  Déierminer  deux  limites  entre  lesquelles  toutes  les  racines 
réelles  de  l'équation 

(9,7)  F(^)— 0 

se  trouvent  renfermées. 

Solution.  F(.x)  étant  par  hypothèse  un  polynôme  réel,  du  degré  m  par 
rapport  à  .r,  et  dans  lequel  la  plus  haute  puissance  de  œ  a  pour  coefficient 
l'unité,  si  l'on  désigne  les  coefficients  successifs  des  puissances  inférieures 
|)ar 

Cl  les  valeurs  numériciues  de  ces  mômes  coefficients  par 

\         \  \  \ 

^»^1>  *-l^        •  •  •!        ^^/H— 1»        -^  lin 

on  aura  identiquement 

'"^^  i  z:zx'"±.k^X'>'-'zïzk^X"'-'--±...±\,n^^X±k,„. 
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Soit  maintenant  k  un  nombre  supérieur  à  la  racine  positive  unique  de  l'équa- 
tion (17)  (théorème  III,  scolie  II).  Le  polynôme  (20)  sera  positif  toutes  les 
fois  qu'on  supposera  œ^k.  Par  suite,  il  suffira  d'attribuer  à  x  une  valeur  nu- 
mérique plus  grande  que  le  nombre  k,  pour  que  la  somme  des  valeurs  numé- 
riques des  termes 

A]  X         ,      A2.3?         ,       •  •  •>      A,„_j.2^,      A//J 

devienne  inférieure  à  la  valeur  numérique  de  x"^.  Il  en  résulte  que  le  premier 
membre  de  l'équation  (27)  ne  pourra  jamais  s'évanouir,  tant  que  la  valeur  de 
.X  sera  située  hors  des  limites 

-k,     +/r. 

Donc  toutes  les  racines  positives  ou  négatives  de  l'équation  (27)  seront  com- 
prises entre  ces  mêmes  limites. 

Scolie  I.  —  Le  nombre  k  étant  assujetti  à  la  seule  condition  de  surpasser 
la  racine  positive  de  l'équation  (17),  on  peut  le  supposer  égal  soit  à  la  plus 
grande  des  expressions  (19),  soit  au  plus  petit  des  nombres  entiers  qui,  sub- 
stitués à  la  place  de  x  dans  le  polynôme  (20),  donnent  un  résultat  positif. 

Scolie  //.  —  On  peut  aisément  s'assurer  que  le  nombre  k,  déterminé 
comme  on  vient  de  le  dire,  est  supérieur,  non  seulement  aux  valeurs  numé- 
riques des  racines  réelles  de  l'équation  (27),  mais  encore  aux  modules  de 
toutes  les  racines  imaginaires.  En  efFet,  soit 

x=i  r(cost  -h  \J—  i  sini) 

une  semblable  racine.  On  aura  en  même  temps  les  deux  équations  réelles 

(4o)  ^  '  ' 

{  it  A^ /•'"-- cos( m  —  2)t±. .  .±  A,jj_irco^t±A,n  =  o, 

(  r"' sinmjÇ  dr  Al/-'"-!  sin(m  —  i  )^ 

(40  / 

(  ±  Aj/-'""- sîn(m  — 2)^±. .  .±:  Â,„_ir  sin^  =0; 

et,  en  ajoutant  la  première  équation  multipliée  par  cosm^  à  la  seconde  mul- 
tipliée par  sinmt,  on  en  conclura 

i  /■'"±  A,/'"-'  cos^ 

(        ±  A2r'"--cos2^±.  .  .d=  A,„_,/-cos(w  —  i)t  ±.  \,„cosmt=zo. 

Or  il  est  clair  qu'on  ne  saurait  satisfaire  à  celte  dernière  équation  en  suppo- 

OEiwresdeC.  —  S.U,  t.lU.  5o 
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sanl  /'  >  A,  puisque  dans  cette  hypothèse  la  valeur  numérique  de  /'"  surpasse 
la  somme  des  valeurs  numériques  des  termes 

A     /./«-1  A     ,./n-2  A  ,.         A 

et  à  plus  forte  raison  la  somme  des  valeurs  numériques  que  ces  mêmes  termes 
acquièrent  lorsqu'on  les  multiplie  par  des  cosinus. 

Scolie  III.  —  En  comparant  avec  le  ])ol.ynômc  (26)  les  premiers  membres 
des  équations  (27)  et  (4o),  on  prouverait  facilement  que,  si  l'on  désigne  par 
g  un  nombre  inférieur  à  la  racine  positive  unique  de  l'équation  (22),  g  sera 
une  limite  inférieure,  non  seulement  aux  valeurs  numériques  de  toutes  les 
racines  réelles  de  l'équation  (27),  mais  encore  aux  modules  de  toutes  les 
racines  imaginaires.  C'est  ce  qui  arrivera,  par  exemple,  si  l'on  prend  pour  g 
la  plus  petite  des  expressions  (25),  ou  le  plus  grand  des  nombres  entiers  qui, 
substitués  à  la  place  de  a:  dans  le  polynôme  (26),  donnent  un  résultat  négatif. 
Le  nombre  g  étant  déterminé  comme  on  vient  de  le  dire,  toutes  les  racines 
positives  de  l'équation  (27)  se  trouveront  comprises  entre  les  limites 

+  g,     +  A-, 

et  les  racines  négatives  de  la  même  équation  entre  les  limites 

Scolie  IV.  —  Lorsqu'on  se  propose  seulement  d'obtenir  une  limite  infé- 
rieure à  la  plus  petite  des  racines  positives  ou  supérieure  à  la  plus  grande,  on 
peut  quelquefois  y  parvenir  en  s'appuyant  sur  le  corollaire  du  théorème  XVII 
(Note  précédente).  Supposons,  en  effet,  que  tous  les  termes  du  polynôme 
F(j7),  à  l'exception  d'un  seul,  soient  de  même  signe.  L'équation  (27)  prendra 
la  forme  suivante  : 

(43)  ^  . 

I       +  As^i  x'n-s-y  + .  . .  -f-  A,„_,  X  -f-  A„,  =  A,^"»-^ 

Soit  maintenant  n  le  nombre  des  termes  qui  dans  le  premier  membre  de 
l'équation  (43)  ne  se  réduisent  pas  à  zéro,  et 

la  moyenne  géométrique  entre  ces  termes,  lî  désignant  la  moyenne  géomé- 
trique  entre  leurs  coeflicients.  En  vertu  du  corollaire  du  théorème  XVII 
(Note  II),  toute  valeur  réelle  et  positive  de  a:  propre  à  vérifier  l'équation  pro- 
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posée,  ou,  ce  qui  revient  au  môme,  à  lui  servir  de  racine,  satisfera  nécessai- 
rement à  la  condition 

Assc'''-'^  riBxV-, 

et,  par  conséquent,  à  l'une  des  deux  suivantes 


(44)  ">(â7) 

1 

(A     \  u.  —  in+s 
^)  • 

savoir,  à  la  première,  si  m  —  s  surpasse  [x,  et  à  la  seconde,  dans  le  cas  con- 
traire. Il  est  bon  d'observer  que,  si  le  nombre  s  s'évanouit,  A.,-  se  réduira  au 
coefficient  de  ^"*,  c'est-à-dire  à  l'unité. 

ScoUe  V.  —  Il  est  encore  facile  d'obtenir  deux  limites,  l'une  inférieure, 
l'autre  supérieure  aux  racines  positives  de  l'équation  (27),  par  la  méthode 
que  je  vais  indiquer.  On  observera  d'abord  que  toute  équation  dont  le  pre- 
mier membre  n'offre  qu'une  variation  de  signe,  c'est-à-dire  toute  équation 
qui  se  présente  sous  la  forme 

Ao^'"  +  Al ^'«-'  + . . .  —  A„  j?'"-"  —  A„4-i œ"'-"-^  — ...  —  G 

ou  sous  la  suivante 

—  Ao>r'"  —  Al  .r'"-*  — . . .  +  A„^'"-"  4-  A;,+i  ^'«-«-1  -f. . . .  =;  o, 

Ao,  Al,  ...,  An,  An+i,  ...  désignant  des  nombres  quelconques,  n'admet 
qu'une  racine  positive,  évidemment  égale  à  la  seule  valeur  positive  de  .x 
pour  laquelle  la  fraction 

Ao.ï-"-4- Aia?"-*  + A2^"~-  +  . . . 


a..i(;^Ua„^.(^ 


qui  croît  sans  cesse  depuis  ^  =0  jusqu'à  a;  =  00,  puisse  se  réduire  à  l'unité. 
Par  conséquent  le  premier  membre  d'une  semblable  équation  aura  le  même 
signe  que  ses  premiers  ou  ses  derniers  termes,  suivant  que  la  valeur  de  a; 
sera  supérieure  à  la  racine  dont  il  s'agit,  ou  comprise  entre  zéro  et  cette 
même  racine.  Gela  posé,  concevons  que,  dans  le  polynôme  (89),  — Ago;^  soit 
le  premier  terme  négatif  après  a;'",  +A„^"  le  premier  terme  positif  après 
—  As^%  -— A^a"  le  premier  terme  négatif  après  A,i^'%  -hA,^,£Cw  lo  premier 
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terme  positif  après  —  A^^",  . . .,  en  sorte  que  l'équation  (27)  devienne 

a^'«4- Ai^'«-* +  .  .  . 

—  A,,  jc'"-'  —  A^+i  ^'"-*-'  — . . .  +  A„  ^'"-"  +  A„+i  j?"'-«-i  + .  . . 

—  A^,^'"-''  —  A^4-i  J?'"-"-'  — . . .  +  Aivs:"'-'"  +  A»,+i ^'«-'^'-1  + . . .  ±  A,„  —  o . 

On  conclura  des  remarques  précédentes,  que  toute  valeur  positive  de  a:  propre 
à  vérifier  l'équation  (27)  doit  être  :  1°  inférieure  à  la  plus  grande  des  racines 
positives  des  équations 

A„.r'«-"+ A„+i^"'-"-i+.. .  — A^^'"-"—  A^+.,j;'"-^-'  — . .  .==0, 

•••• •• ....« ■ j 

2"  supérieure  à  la  plus  petite  de  ces  mômes  racines,  lorsque  A,n  est  précédé 
du  signe  — ,  et,  dans  le  cas  contraire,  à  la  plus  petite  des  racines  positives 
des  équations  de  la  forme 

—  AsJ^'"-'  —  A,4.i  d;'"-'-'  —  .  .  .  +  A„  J;'"-"  +  A„+,  jr;"'-n-l    ^  _  _  _  ç,^ 


Quelquefois  les  deux  conditions  qu'on  vient  d'énoncer  s'excluent  mutuelle- 
ment, et  alors  on  peut  affirmer  que  l'équation  (27)  n'a  pas  de  racines  posi- 
tives. 

Problème  II.  —  Trouver  le  nombre  des  racines  réelles  de  l'équation  (27), 
avec  une  suite  de  quantités  qui,  prises  deux  à  deux,  servent  de  limites  à 
ces  mêmes  racines. 

Solution.  —  Nous  supposerons  l'équation  (27)  réduite  à  n'avoir  que  des 
racines  inégales.  Alors,  si  l'on  désigne  par  k  {yoir\Q  problème  précédent)  une 
limite  supérieure  aux  valeurs  numériques  de  toutes  les  racines  réelles,  par  h 
un  nombre  moindre  que  la  plus  petite  différence  entre  ces  racines,  enfin  par 
/il,  ki,  .  . .,  k,i  d'autres  nombres  tellement  choisis  que,  dans  la  suite 

(46)       —  kj     —kl,     —  k^,     ...,     —  A-„,     o,     k,„     ...,     k^,     A-,,     k, 

la  différence  entre  un  terme  et  celui  qui  le  précède  soit  toujours  une  quantité 
positive  égale  ou  inférieure  à  A,  il  est  clair  que  deux  termes  consécutifs  de  la 
suite  (46)  ne  comprendront  jamais  entre  eux  plus  d'une  racine  réelle.  D'ail- 
leurs, lorsqu'on  substitue  à  la  place  de  x  dans  le  polynôme  F(^)  deux  quan- 
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lités  entre  lesquelles  une  seule  racine  réelle  au  plus  se  trouve  renfermée,  les 
résultats  obtenus  sont  de  môme  signe  ou  de  signes  contraires;  pour  parler 
autrement,  la  comparaison  de  ces  deux  résultats  offre  une  permanence  de 
signe,  ou  une  variation  de  signe,  suivant  qu'il  n'existe  pas  de  racine  réelle> 
ou  qu'il  en  existe  une  entre  les  deux  quantités  dont  il  s'agit.  Par  conséquent, 
si  l'on  prend  les  termes  de  la  suite  (46)  pour  des  valeurs  successives  de  la 
variable  x,  et  que  l'on  forme  la  suite  des  valeurs  correspondantes  du  poly- 
nôme F(^),  cette  nouvelle  suite  offrira  précisément  autant  de  variations  de 
signe  que  l'équation  (27)  a  de  racines  réelles,  et  chacune  de  ces  racines  sera 
comprise  entre  deux  valeurs  consécutives  de  x  qui,  substituées  dans  F(j?), 
donnent  des  résultats  de  signes  contraires.  Ainsi  toute  la  difficulté  consiste  à 
trouver  pour  le  nombre  h  une  valeur  convenable.  On  y  parvient  de  la  ma- 
nière suivante. 

Désignons  par  H  la  valeur  numérique  du  dernier  terme  de  l'équation  en  z 
que  fournit  l'élimination  de  x  entre  les  formules  (87).  Le  nombre  H,  ainsi 
qu'on  l'a  déjà  remarqué,  sera  équivalent  (abstraction  faite  du  signe)  au  pro- 
duit des  carrés  des  différences  entre  les  racines  réelles  ou  imaginaires  de 

1 
l'équation  (27).  Par  suite  H^  sera  équivalent  au  produit  des  modules  de  ces 

différences  (le  module  de  chaque  différence  réelle  n'étant  autre  chose  que  sa 
valeur  numérique).  Cela  posé,  soient  a,  b  deux  racines  distinctes  de  l'équa- 
tion (27).  Si  ces  deux  racines  sont  réelles,  chacune  d'elles  ayant  alors  une  va- 
leur numérique  inférieure  à  k,  la  valeur  numérique  de  leur  différence,  c'est- 
à-dire  la  différence  ou  la  somme  de  leurs  valeurs  numériques,  ne  surpassera 
jamais  ik.  Si,  au  contraire,  chacune  de  ces  racines  ou  l'une  d'elles  seulement 
devient  imaginaire,  on  pourra,  en  désignant  par  ri,  r^  leurs  modules,  et  par 
^1,  t^  deux  arcs  réels,  supposer 

a  =  /•i(cos^i4- v^—  1  sin/,), 

b  =■  i\{costi-\-  s/—  I  s'int^), 
et  l'on  en  déduira 

a—  b  —  /-,  cos  ti  —  î\  cos  l-i  +  (  i\  sin  t^  —  ^2  sin  ^2  )  V^~  ^  ' 

1 
mod.(a  —  6)  =  [(/•,  cos^i—  i\_  cos ^2)- H-  (/•,  sin^,  —  r^  sin^2)"]^ 

1  i 

=  {r\  —  2/-,  /•2C0s(^,  —  ^2)  +  '1]'<(''î  +  2/"i  /"a  +  l'IY- 

On  aura  donc 

mod. (a  —  6)  < /'i 4- z^, 
et,  par  suite, 

(47)  '  n\où. {a  —  b)  <i'2k, 
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pourvu  que  le  nombre  k  ait  été  choisi,  comme  dans  le  premier  problème, 
de  manière  à  surpasser,  non  seulement  les  valeurs  numériques  de  toutes  les 
racines  réelles,  mais  encore  les  modules  de  toutes  les  racines  imaginaires. 
On  prouvera  de  même  que  chacune  des  différences 

a  —  c,     . . .,     b  —  c,      . . . 

a  [)our  module  un  nombre  inférieur  à  2/:,  et  l'on  en  conclura  que,  si,  après 

•     ,.         '             1               111                        -                       I         ,      ,  ,    rn(m  —  i ) 
avoir  lorme  tous  les  modules  de  celte  espèce  en  nombre  égal  a  5 

on  met  de  côté  l'un  d'entre  eux,  par  exemple  le  module  de  la  différence 
a  —  ^,  le  produit  de  tous  les  autres  sera  un  nombre  inférieur  à  l'expression 


{2k-)        ■■ 

Donc,  si  l'on  multiplie  cette  expression  par  le  module  de  la  différence  a  —  b, 

on  trouvera  un  résultat  plus  grand  que  le  produit  des  modules  de  toutes  les 

1 

différences,  c'est-à-dire  un  résultat  plus  grand  que  H'^ .  En  d'autres  termes, 
on  aura 

(2A)      ^       "  X  mod. {a  —  b)  >  \V 

ou,  ce  qui  revient  au  môme, 

i 

(48)  mod.(a  — ^*)>- 


in{  m  —  1  ) 
{2k)~~^ 

Lorsque  les  racines  a  et  6  sont  réelles,  le  module  de  la  différence  a  —  b  se 
réduit  à  sa  valeur  numérique.  Par  conséquent  on  obtiendra  un  nombre  h  in- 
férieur à  la  plus  petite  différence  entre  les  racines  réelles  de  l'équation  (27), 
si  l'on  pose 

(  49)  /*  = ».(/«-!)      • 

(2/0      '- 

Scolie  I.  —  Il  serait  facile  de  prouver  que,  si  chacun  des  nombres  A,, 
A.2,  ...,  A„,  (problème  1)  est  entier,  le  nombre  H  le  sera  également.  Par 
suite,  dans  celte  hypothèse,  le  nombre  H,  qui  ne  peut  s'évanouir  tant  que  les 
raciries  de  l'équation  (27)  restent  inégales  entre  elles,  aura  une  valeur  égale 
ou  supérieure  à  l'unité.  Cela  posé,  la  formule  (48)  donnera 


(^o)  mod.  («  -  b)  >  ^(^_i. 

{■?.k)      2 
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et  l'on  en  conclura  que,  pour  obtenir  un  nombre  h  inférieur  à  la  plus  petite 
différence  entre  les  racines,  il  suffit  de  prendre 


(5i)  h  =  - 

{2k) 

Scolie  II.  —  Soit 

(02)  Z  =  G 

l'équation  en  :;  que  fournit  l'élimination  de  œ  entre  les  formules  (37).  Si, 
par  la  méthode  ci-dessus  indiquée  (problème  I,  scolie  III),  on  détermine 
une  limite  G  inférieure  aux  modules  de  toutes  les  racines  réelles  ou  imagi- 
naires de  l'équation  (52),  on  aura,  en  désignant  toujours  par  a^  b,  c,  ...  les 

racines  de  l'équation  (27), 

mod.  Fi  (a)  >  G, 

ou,  ce  qui  revient  au  môme  [voir  les  équations  (35)], 

mod.  {a  —  b){a  —  c) . .  .>  G. 
On  en  conclura 

mod.  (a  —  ^)  > 


mod.  {a  —  6')  .  .  . 
et,  par  suite, 

(53)  mod.  (a  — 6)  > 


(2AO'"-' 

puisque  les  différences 

a  —  h,     a  —  c,     ... 

qui  renferment  la  racine  a  combinée  successivement  avec  toutes  les  autres, 
sont  au  nombre  de  m  —  i,  ou,  sil'on  met  de  côté  la  différence  a  —  0,  au 
nombre  de  m  —  i.  Cela  posé,  il  est  clair  que  le  nombre  A  satisfera  encore 
aux  conditions  requises,  si  l'on  prend 

(54)  h=        ^' 


(2A)"'-2 

ScoUe  III.  ---Après  avoir  déterminé  h  par  l'une  des  méthodes  précédentes, 
on  pourra  choisir  pour  la  suite  des  nombres 

A",,     /C2,     . .  . ,     A'„ 

une  progression  arithmétique  décroissante  dont  la  différence  soit  égale  ou 
inférieure  à  /«,  en  se  bornant  toutefois  aux  termes  de  cette  progression  qui 
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restent  compris  entre  les  limites  o,  k.  De  plus,  si  l'on  désigne  par  ff  {voir  le 
problème  I,  scolie  III)  une  limite  inférieure  aux  valeurs  numériques  de 
toutes  les  racines  réelles  de  l'équation  (27),  on  pourra  évidemment  dans  la 
suite  (46)  supprimer  tous  les  termes  positifs  ou  négatifs  dont  les  valeurs 
numériques  sont  plus  petites  que  g-,  en  écrivant  à  la  place  les  deux  seuls 
termes 

rr  _L    cr 

O  >        ^^  O  • 

La  suite  (46)  étant  modifiée  comme  on  vient  de  le  dire,  on  substituera  suc- 
cessivement dans  le  polynôme  F(.r)  :  1°  les  termes  négatifs  de  cette  suite 
depuis  — k  jusqu'à  — ff;  2°  les  termes  positifs  depuis  +^  jusqu'à  -+-k;  et, 
toutes  les  fois  que  deux  termes  consécutifs  de  la  première  ou  de  la  seconde 
espèce  fourniront  des  résultats  de  signes  contraires,  on  sera  certain  qu'une 
racine  réelle,  négative  dans  le  premier  cas,  positive  dans  le  second,  est  ren- 
fermée entre  ces  deux  termes. 

Scolie  IV.  —  Lorsque,  par  un  moyen  quelconque,  on  a  déterminé,  pour 
l'équation  (27),  une  valeur  approchée  en  plus  ou  en  moins  de  la  racine 
réelle  a,  on  peut  dans  un  grand  nombre  de  cas  obtenir  de  la  même  racine 
une  valeur  approchée  en  sens  contraire,  et  fixer  deux  limites,  l'une  plus 
grande  que  les  racines  réelles  inférieures  à  a,  l'autre  plus  petite  que  les 
racines  réelles  supérieures,  en  s'appuyant  sur  la  proposition  que  je  vais 
énoncer. 

Représentons  à  l'ordinaire  par 

Y,{œ),     F,(^),     Y,[x),      .;. 

les  coefficients  des  première^  deuxième,  troisième,  . .  .  puissances  de  z  dans  le 
développement  de  ^{x-\-z);  par  a,  b,  c,  ...  les  diverses  racines  de  l'équa- 
tion (27),  et  par  k  un  nombre  supérieur  à  leurs  modules.  Supposons  en  outre 
que,  la  quantité  E  étant  une  valeur  approchée  de  la  racine  réelle  a,  la  diffé^ 
rence  a  -^  ^  et  la  quantité  en  déterminée  par  l'équation 

(55)  "  =  -pâI-) 

soient  assez  petites,  abstraction  faite  des  signes,  pour  que,  dans  le  polynôme 

(56)  F,(0  +  M2=«)Fo.(0-^3(2a)^F3(O  +  4(2a)^F4(0+---, 

la  valeur  numérique  du  premier  terme  surpasse  la  somme  des  valeurs  numé- 
riques de  tous   les  autres.  Enfin  désignons  par  G   un  nombre  inférieur  à 
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l'excès  de  la  première  valeur  numérique  sur  la  somme  dont  il  s'agit.  On  sera 
certain  :  i"  que  la  racine  réelle  a  se  trouve  seule  comprise  entre  les  limites 

2°  que  la  différence  a  —  b  ou  b  —  a  entre  la  racine  a  et  une  nouvelle  racine 
réelle  b  ne  peut  surpasser 

G 

(^7)  (2/0'"--^* 

Pour  démonlrei"  la  proposition  précédente,  nous  observerons  d'aljord  que 
dans  l'hypothèse  admise  le  polynôme  (56)  étant  de  même  signe  que  son  pre- 
mier terme,  on  pourra  en  dire  autant  a  fortiori  des  deux  polynômes 

.g  i   -3Fi(?)  +  (2a)F,(^)-(2a)^F3(|)  +  (2arF,(|)-..., 

qu'on  obtient  en  développant  les  fractions 

Y{l—ia)       F(H+2a) 


suivant  les  puissances  ascendantes  de  a,  et  ayaut  égard  à  l'équation  (55).  Par 
suite,  les  premiers  termes  des  deux  polynômes  étant  de  signes  contraires,  il 
en  sera  de  même  des  deux  fractions  et  de  leurs  numérateurs 

■      F(£  — 2a),     F(4^2a). 
II  y  aura  donc  au  moins  une  racine  réelle  de  l'équation  (27)  entre  les  limites 

I  —  2a,     ^  -f-  2a. 

J'ajoute  qu'il  n'y  en  aura  qu'une;  et,  en  effet,  il  est  facile  de  voir  que,  si  plu- 
sieurs racines  réelles  étaient  renfermées  entre  ces  limites,  en  désignant  par 
a  et  b  deux  semblables  racines  prises  à  la  suite  l'une  de  l'autre,  on  trouverait 
pour  les  valeurs  des  expressions 

¥ i{a)  —j.  {a  —  b)  {a  —  c) . .  ., 
h\{b)  =  {b-c){b-a)... 

deux  quantités  de  signes  contraires.  Par  conséquent  l'équation 

(59)  Fi(.r)=:o 

OEnvres  de  C.  —  S.  H,  t,  III.  5l 
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aurait  une  racine  réelle  comprise  entre  a  et  b,  laquelle  serait  de  la  forme 

ç  +  -» 

la  quantité  -:  étant  renfermée  entre  les  limites  — 2a,  +2 a.  Or  c'est  ce  qu'on 
ne  peut  admettre;  car,  si  l'on  remplace  dans  la  formule  (3i)  z  par  y  +  ^,  et 
(|ue  l'on  développe  le  premier  membre  de  cette  formule  ainsi  modifiée  sui- 
vant les  puissances  ascendantes  de  /,  on  en  tirera 

F(rf--}- j)  -h  jFi(^-i-3)  4-, . . 

puis,  iM\  égalant  de  part  et  d'autre  les  coefficients  de  la  première  puissance 

de  j, 

(60)  F,(^  +  2)  =  F,(.r)  +  22F,(^)  +  3c2F3(.r)4-43'Fi(.r)  +.... 
Par  suite,  le  développement  de 

(61)  F,(^4-2) 
deviendra 

(62)  F,(H)-4-'2.-F,(£)  +  3^'-F3(0  +  4-'F,(|)+...; 

et,  comme  dans  le  polynôme  (56)  la  valeur  numérique  du  premier  terme  siir- 
|)asse  la  somme  des  valeurs  numériques  de  tous  les  autres,  il  en  sera  de  même 
a  fortiori  An  polynôme  (62),  tant  que  la  valeur  numérique  de^  sera  supposée 
inférieure  à  celle  de  2  a.  Il  en  résulte  que,  dans  cette  hypothèse,  l'expres- 
sion (61)  ne  saurait  s'évanouir.  Donc  l'équation  (Sg)  n'a  pas  de  racines  réelles 
comprises  entre  les  limites  ^— 2a,  ^  +  2a;  et  l'équation  (27)  n'en  a  qu'une 
entre  ces  limites.  La  racine  dont  il  s'agit  est  nécessairement  celle  qui  s'ap- 
proche le  plus  de  la  quantité  ^,  et  que  nous  avons  désignée  par  a.  D'autre 

part,  comme  la  fraction 

F(^+2a) 
■ 1 

écpiivalente  au  second  des  deux  i)olynômes  (58),  est  de  même  signe  (luo  le 
premier  terme  de  ce  polynôme,  savoir 

on  doit  en  concdure  ([ue 

F(D     et    F(|4-2a) 
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sont  deux  quantités  de  signes  contraires,  et  que  la  racine  a  se  trouve  res- 
serrée entre  les  deux  limites 

Quant  à  la  seconde  partie  de  la  proposition  ci-dessus  énoncée,  elle  est  une 
conséquence  immédiate  du  scolie  II,  puisque  la  quantité  G  restera  évidem- 
ment inférieure,  abstraction  faite  du  signe,  au  polynôme  (62),  c'est-à-dire 
au  développement  de  Fi(|-f-:;),  tant  que  la  valeur  numérique  de  z  ne  sur- 
passera pas  celle  de  2a,  et  par  conséquent  inférieure  à  la  quantité  Fi(a) 
([u'on  déduit  de  Fi(^  -1-  z),  en  posant 

z  z=i  a  —  ^. 

Il  suit  d'ailleurs  de  cette  seconde  partie  que  les  racines  réelles  plus  grandes 
que  a  sont  toutes  supérieures  à  la  liujite 

(63)  ^ 


et  les  racines  réelles  plus  petites  que  a  inférieures  à  la  limite 
(64)  a  ^' 


(2  A- )'"-=* 


Pkoblèvie  III.  —  Trouver  les  valeurs  aussi  approchées  que  l'on  voudra  des 
racines  réelles  de  l'équation  (27). 

Solution.  —  On  commencera  par  déterminer,  à  l'aide  du  problème  précé- 
dent, deux  limites,  l'une  en  plus  et  l'autre  en  moins,  de  chaque  racine  réelle 
et  positive.  Supposons  en  particulier  que  la  racine  a  soit  de  cette  espèce,  et 
désignons  par  Xq,  X  les  deux  limites  inférieure  et  supérieure  à  cette  racine. 
Si  l'on  forme  deux  sommes  dilîérentes,  la  première  avec  les  termes  positifs 
du  polynôme  F (.3?),  la  seconde  avec  les  termes  négatifs  pris  en  signe  con- 
traire, celle  qui  sera  la  plus  petite  pour  jc^^Xq  deviendra  la  plus  grande  pour 
x  =  X.  Représentez  cette  somme  par  o{x)  et  l'autre  par  x(.t).  Les  deux 
fonctions  entières  9(x),  y^{x)  jouiront  des  propriétés  énoncées  dans  les  théo- 
rèmes II  et  III;  et,  par  suite,  si  la  fonction  (p(^)  est  telle  qu'on  puisse  facile- 
ment résoudre  les  équations  de  la  forme 

(!^{x')  -=■  const., 
les  formules  (7)  et  (16)  fourniront  immédiatement  des  valeurs  de  plus  en 
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plus  ajiprochées  de  la  racine  a.  C'est  ce  qui  arrivera,  par  exemple,  toutes  les 
fois  que  la  fonction  9(^7)  se  présentera  sous  la  forme 

B(^H-C)'^+D, 

B,  C,  D  étant  trois  nombres  entiers  quelconques,  et  n  un  nombre  entier  égal 
ou  inférieur  à  rn;  puisqu'alors  on  obtiendra  les  termes  successifs  des  sé- 
ries (6)  et  (i5)  par  des  extractions  de  racines  du  degré  n.  Si  la  fonction  (p(x) 
n'est  pas  de  la  forme  que  nous  venons  d'indiquer,  on  pourra  facilement  l'y 
ramener,  en  ajoutant  aux  deux  membres  de  l'équation 

un  polynôme  entier  ^{^c)  dont  tous  les  termes  soient  positifs.  En  effet,  il  est 
clair  que  les  valeurs  de  o{jc)  et  de  x("^)»  modifiées  par  l'addition  d'un  sem- 
blable polynôme,  conserveront  toujours  les  mômes  propriétés.  On  peut,  au 
reste,  attribuer  au  polynôme  ^{j^)  une  infinité  de  valeurs  différentes.  Suppo- 
sons, par  exemple, 

o(^)  =  x^-H  3.C-  -h  8. 

La  valeur  de  (^{j^),  modifiée  par  l'addition  du  polynôme  ^{.x'),  deviendra 

(07  +  1)3+7, 

si  l'on  suppose 
ou  bien 

(^  +  2)% 

si  l'on  suppose 

t|/(j7)  rr  3  J7-+  i2.r  ; 

etc.  Il  est  bon  de  remarquer  à  ce  sujet  :  i"  qu'on  peut  toujours  choisir  la 
fonction  entière  4'(-^)  ^^  manière  à  obtenir  l'unité  pour  le  nombre  B;  2"  que, 
dans  beaucoup  de  cas,  l'un  des  nombres  C,  I)  se'  trouvera  réduit  à  zéro. 

Après  avoir  déterminé  par  la  méthode  précédente  les  racines  réelles  et 
positives  de  l'équation  (27),  il  suffira  évidemment  pour  oblenir  ses  racines 
négatives  de  chercher  par  la  môme  méthode  les  racines  positives  de  l'équa- 
tion 

(65)  F(-.r)--o. 

Scoiie.  —  Outre  la  méthode  d'approximation  que  nous  venons  d'indicjuer, 
il  en  existe  plusieurs  autres,  parmi  lesquelles  on  doit  remarquer  celle  de 
Newton.  Elle  suppose  que  l'on  connaît  déjà  une  valeur  approchée  ^  de  la 
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racine  que  l'on  cherche,  et  consiste  à  prendre  pour  correction  de  celte  valeur 
la  (luanlilé  a  déterminée  par  l'équation 

(00)  ^'^-FTÎIJ- 

Toutefois,  cette  dernière  méthode  n'étant  pas  toujours  applicable,  il  importe 
d'examiner  dans  quels  cas  on  peut  l'employer.  Nous  allons  établir  à  ce  sujet 
les  propositions  suivantes  : 

Théorème  IV.  —  Supposons  que,  a  désignant  l'une  quelconque  des  racine^ 
réelles  positives  ou  négatives  de  l'équation  (27),  et  |  une  valeur  approchée  de 
cette  racine,  on  détermine  a  par  le  moyen  de  l'équation  (55).  Si  a  est  assez- 
petit,  abstraction  faite  du  signe,  pour  que  dans  le  polynôme  (56)  la  valeur 
numérique  du  premier  terme  surpasse  la  somme  des  valeurs  numéri(]ues  de 
tous  les  autres,  alors,  des  deux  quantités 

l,     ^  +  a, 

la  seconde  sera  plus  approchée  de  a  que  la  première. 

Démonstration.  —  Nous  avons  déjà  vu  (problème  II,  scolie  IV)  (|ue,  dans 
l'hypothèse  admise,  la  racfne  a  se  trouve  seule  renfermée  entre  les  limites 

Cela  posé,  si  l'on  prend 

(66)  ar=il-\- z, 

z  sera  une  quantité  comprise  entre  les  limites  o,  2a,  et  propre  à  vérifier 

l'équation 

F(^  +  ^)  =  o 

ou,  ce  qui  revient  au  même,  la  suivante  : 

{67)  F(0  +  ^F,(ç)+5^F,(^)+...==o- 

Si  maintenant  on  fail,  pour  plus  de  commodité, 

„_      F,(|)+zF3(0+   •• 


(68) 


F.(0 

et  que  l'on  ait  égard  à  la  formule  (55),  l'équation  (67)  deviendra 
(69)  z  ■=  ce  -\-  qz'. 
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On  aura,  par  suite, 

(70)  a  —  ^-\-z-=^-i-a  +  q:-'-; 

d'où  il  résulte  que,  en  prenant  ^-ha  an  lieu  de  B  pour  valeur  approchée  de  a, 
on  commettra  une  erreur  égale,  non  plus  à  la  valeur  numérique  de  :;,  mais  à 
celle  de  r/z^.  D'ailleurs,  le  polynôme  (56)  étant  de  môme  signe  que  son  pre- 
mier terme  Fi(£),  les  deux  polynômes 

■   (  F,(0  +  2(2«)F2(a  +  2(2a)^F3(0+.--  =  (>-4a7)Fi(H)» 
^''^       i  F,(H)-2(2a)F2(0-2(2a)cF3(|)-...=  (i  +  4«7)F.(H) 

jouiront  évidemment  de  la  même  propriété;  ce  qui  exige  que  la  valeur  numé- 
rique de  2<xq,  et  a  fortiori  celle  de  c/:-,  restent  inférieures  à  |.  On  en  con- 
clura immédiatement  que  la  valeur  numérique  de  7-^  est  inférieure  à  celle 
de  \z.  Ainsi  des  deux  erreurs  que  l'on  commet  en  prenant 

l     et    ^  +  a 

pour  valeurs  approchées  de  a,  la  seconde  est  plus  petite  que  la  moitié  de  la 
j)remière. 

Scolie  T.  —  Comme  on  tire  de  l'équalion  (69) 


I  —  qz  I 

et  que  la  valeur  numérique  de  qz  est  inférieure  à  |,  on  est  assuré  que  la 
valeur  de  z  restera  toujours  comprise  entre  les  limites 

2 

Scolie  //.  —  En  résolvant  l'équation  (69)  comme  si  la  valeur  de  q  était 
connue,  on  trouve 

_    \  ±^ \  —  [\C(.q  2a 

^V  '^pv'i  —  ^<^q 

Le  radical  \Ji.—  [\<xq  est  ici  atfecté  d'un  double  signe.  Mais,  puisque  la  valeur 
de  :;  doit  rester  plus  petite  que  celle  de  2a,  il  est  clair  qu'on  devra  préférer 
le  signe  inférieur.  On  aura  donc 

(72)  Z-- 7— — -— • 

i-H  yi  —  4a<7 
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Cela  posé,  si  l'on  nomme  Ço,  Q,  deux  limites  dont  l'une  soit  inférieure  et 
l'autre  supérieure  à  la  quantité  q  déterminée  par  la  formule  (68),  on  con- 
clura de  l'équation  (72)  que  la  valeur  exacte  de  z  est  comprise  entre  les 
deux  expressions 


i-\-  s/i  —  ^ocço       i  +  v'i  — 4otQ 

Par  conséquent  cette  valeur  renfermera  tous  les  chiiTres  décimaux  communs 
aux  deux  expressions  réduites  en  nombres. 

Scolie  ni.  —  Supposons  que  des  deux  quantités  q^,  Q  la  seconde  ait  la 
plus  grande  valeur  numérique,  et  que  cette  valeur  numérique  soit  inférieure 
à  l'unité.  Alors,  si  la  différence  a  —  '^^=.z  est,  abstraction  faite  du  signe,  plus 
petite  qu'une  unité  décimale  de  l'ordre  n,  c'est-à-dire  si  l'on  a 

(74)  val.  num.s<(  — 

la  différence 

a  —  (^  4-  a)  =  qz'^ 

sera  plus  petite,  abstraction  faite  du  signe,  qu'une  unité  décimale  de 
l'ordre  2/«;  en  sorte  qu'on  trouvera 

(75)  val.  num.  (75^<  (  — 

Ainsi,  en  prenant  ^  +  a  au  lieu  de  ^  pour  valeur  approcbée  de  la  racine  a, 
on  doublera  le  nombre  des  décimales  exactes. 

Si  l'on  supposait  la  valeur  numérique  de  Q  inférieure,  non  setdement  à 
l'unité,  mais  encore  à  0,1,  on  conclurait  de  la  formule  (74) 

val.  num.  qz'^<.  i  — 

\io 

Plus  généralement,  si  l'on  suppose  celle  valeur  numérique  inférieure  à 
(  —  j  >  r  désignant  un  nombre  entier  quelconque,  la  formule  (74)  entraî- 
nera la  suivante 


(76)  val.  num.  7^*<  ( — 

\io 

Enfin,  si  la  valeur  de  Q  est  supérieure  à  l'unilé,  mais  inférieure  à  (10)',  on 
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trouvera 

/   ,    \Zn-r 

(77)  val.  num.<75'-<  (^— j 

Scolie  IV.  —  L'erreur  que  l'on  commet  en  prenant  |  +  a  pour  valeur 
approchée  de  a,  ou  la  valeur  numérique  du  produit  qz^,  peut  elle-même  se 
calculer  par  approximation.  En  efl'et,  si  l'on  a  égard  à  l'équation  (69),  on 

trouvera 

q z-"---  q{oi  +  qz^Y=  qa.'-  +  {2a)q^z'- -^  q'' z'. 

Or,  supposons  la  valeur  numérique  de  2a,  par  conséquent  celle  de  z,  infé- 
rieure à  (— )  5  et  la  valeur  numérique  de  Q,  par  conséquent  celle  de  7, 

inférieure  à  (10)=^'',  n  et  /■  désignant  deux  nombres  entiers.  On  aura  évidem- 
ment 


val.  num.  (2a)o^^-< 

^         '^  MO 


3H±2r 


et 

j    \  47)±3c 


/    I    ^  ' 

val.  num.  ''l^^-'*<\~  ) 


J)e  plus,  si  la  valeur  numérique  de  la  fraction 


(78) 


F,(D 


est  reconnue  inférieure  à  (io)^%  s  désignant  encore  un  nombre  entier,  on 

pourra  prendre 

,F,(H) 

pour  valeur  approchée  du  terme  qc/},  sans  craindre  une  erreur  plus  consi- 
dérable que 


l»ar  suite,  si  l'on  choisit  ^ -i- «  —  a^  î?^^  '    »"  lieu  de  ^  +  a,  pour  valeur 

*i(ç) 

ai)prochée  de  la  racine  a,  c'est-à-dire  si  l'on  pose 

,  ,F,(^) 

(79)  «--^H-«-«-p-^y 

l'erreur  commise  sur  la  racine  n'affectera  plus  que  les  unités  décimales  de 


NOTE  III.  409 

,  l'ordre  marqué  par  le  plus  grand  des  trois  nombres 

in  ±  s,     3 /i  =b  2 /•,     lin±Sr. 
Dans  le  cas  particulier  où  la  valeur  numérique  de  Q  est  inférieure  à  (  —  j  > 
et  celle  de  la  fraction  (78)  à  ( —  )  ?  la  nouvelle  erreur  devient  plus  petite  que 


Il  suffit  donc  alors  de  substituer  le  second  membre  de  l'équation  (79)  à 
la  quantité  ^  pour  tripler  le  nombre  des  chiffres  décimaux  exacts  dans  la 
valeur  approchée  de  a.  C'est  ce  qui  arrive  encore,  à  très  peu  près,  quand 
le  nombre  n  devient  très  considérable.  Ces  résultats  sont  conformes  à  ceux 
que  M.  Nicholson  a  obtenus  dans  un  Ouvrage  récemment  publié  à  Londres, 
et  qui  a  pour  titre  :  Essay  on  insolation  and  évolution,  etc. 

Théorème  V.  —  Les  mêmes  choses  étant  posées  que  dans  le  théorème  précé- 
dent, concevons  que  le  premier  terme  du  polynôme  (56),  c' est-à-dire  du  poly- 
nôme qui  représente  le  développement  de  Fi(^  +  2a),  ait  une  valeur  numé- 
rique supérieure,  non  seulement  à  la  somme  des  valeurs  numériques  de  tous 
les  autres  termes,  mais  encore  au  double  de  cette  somme.  Alors,  si  l'on  désigne 
par  |,  une  quantité  comprise  entre  les  limites 

l,     ^  +  2a, 

la  seconde  des  deux  quantités 

^"     ^'      F.(^0 
sera  plus  approchée  de  a  que  la  première. 

Démonstration.  —  Pour  établir  la  proposition  qu'on  vient  d'énoncer,  il 
suffit  de  faire  voir  que  la  valeur  numérique  de  la  différence 


est  supérieure  à  celle  de 


^-H]=(-^.) 


F(a)-F(H,) 


ou,  ce  qui  revient  au  même,  que  la  fraction 


F,(^i) 

OF.uvres  de  C.  —  S.  II,  t.  111.  52 
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a  une  valeur  numérique  inférieure  à  l'unité.  Représentons  par  -  cette  même 
fraction.  Il  suffira  de  prouver  que 

V  —  u     et     v  ■+-  it, 
c'est-à-dire,  en  d'autres  termes, 

a  —  £,  a  —  ti 

sont  deux  expressions  de  même  signe.  Or,  si  l'on  fait 

(8i)  a^-\-z         et         |,=:^  +  ê, 

5  et  ê  seront  deux  quantités  de  même  signe  comprises  entre  les  limites  o, 
2a;  et  les  expressions  (8o),  après  le  développement  des  fonctions 

F(H,  +  c),     F(^,  +  ê),     F,(|-i-ê), 

deviendront  respectivement 

Comme,  dans  chacun  de  ces  derniers  polynômes,  le  coefficient  de  F„(^)  a 
une  valeur  numérique  évidemment  inférieure  à  celle  de  l'une  des  quantités 

nz"-\     2  «6"-*, 

et  par  conséquent  au  double  de  la  valeur  numérique  du  produit 

n(2a)"-', 

il  est  clair  qu'ils  seront  l'un  et  l'autre  de  même  signe  que  Fi(0,  si  '«  condi- 
tion énoncée  dans  le  théorème  V  se  trouve  remplie.  Donc,  etc. 

Scolie  I.  —  Les  erreurs  commises,  lorsqu'on  prend  successivement 

F(^,) 


h     et    I,- 


F,(^,) 


pour  valeurs  approchées  de  la  racine   a,   sont  respectivement  égales  aux 
valeurs  numériques  des  deux  quantités 

a  — Il     et     a  — li+jT^F)' 
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(^n  trouvera  d'ailleurs,  en  ayant  égard  aux  formules  (8i), 

(82)  a  — ^1=:^  — ê 

et 

puis,  en  développant  les  fonctions  F(^  +  z),  F(?  +  6),  F,(ç  +  6), 

__  ..,F,(;)  +  (:;  +  26)F3(^)  +  (^^+2g^  +  36^)F,(;)  +  ... 

f       -      ^^      °^  F,(?)  +  2êF,(^)  +  3ê^F3(0+--- 

Cela  posé,  concevons  que,  pour  toutes  les  valeurs  de  ê  et  de  z  comprises 
entre  o  et  2a,  la  valeur  numérique  du  polynôme 

(84)  F2(ç)  +  (3  +  2ê)F3(?)  +  (-^+2êG4-3g^)F,(ï)  +  ... 
reste  inférieure  à  la  limite  M,  et  celle  du  i)olynôme 

(85)  Fi(?)-4-2SF,(|)  +  3ê^F3(^)+... 
supérieure  à  la  limite  N.  Si  l'on  a 

(86)  val.num.(5  — ê)<  (  ~ 

\io 

et 

(87)  |<(ïo)^% 

n  et  r  désignant  deux  nombres  entiers  quelconques,  on  conclura  de  l'équa- 
tion (83) 

(88)  va 


..„„..[.^,.l|i]<(^) 


Il  est  essentiel  de  remarquer  que,  pour  obtenir  des  valeurs  convenables  de 
M  et  de  N,  il  suffit  :  i"  de  remplacer  dans  le  polynôme  (84)  5  et  ê  par  2a, 
puis  de  calculer  la  somme  des  valeurs  numériques  de  tous  les  termes;  2"  de 
remplacer  dans  le  polynôme  (85)  6  par  2a,  et  de  cbercber  ensuite  la  diffé- 
rence entre  la  valeur  numérique  du  premier  terme  et  la  somme  des  valeurs 
numériques  de  tous  les  aut^'es. 
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Scolie  II.  —  Les  mêmes  choses  étant  posées  que  dans  le  théorème  V,  si 
l'on  fait  successivement 

(89)      ^.-l-^^y       ,.-E.-p^^-^,       ^^-^^-FTôô'       ■•" 

les  quantités  |i,  la»  Is»  •  •  •  seront  des  valeurs  de  plus  en  plus  approchées  de 
la  racine  a.  Si  d'ailleurs  on  attribue  aux  nombres  M  et  N  les  mêmes  valeurs 
que  dans  le  scolie  I,  alors,  en  supposant 


on  en  conclura 


val.  num.  (a  —  |)  < 

/    I    \2«±'- 

val.  num.  (a  —  çi)  <  f — 1        , 
val.  num.  {a  —  l,)  < 
val.  num.  {a  —  l^)  < 


n±-r 


Ces  dernières  formules  renferment  la  proposition  énoncée  par  M.  Fourier 
dans  le  Bulletir\  de  la  Société philomathicjue  (livraison  de  mai  1818),  relative- 
ment au  nombre  de  décimales  exactes  que  fournil  à  chaque  opération  nou- 
velle la  méthode  de  Newton. 

M 

Toutes  les  fois  que  la  fraction  —  est  inférieure  à  l'unité,  on  peut  prencfre 

/•:=o,  et  par  suite  les  différences  successives  entre  la  racine  a  et  ses  valeurs 
approchées 

Ç>        |l»        S2>        Ç3>         •  •  • 

sont  respectivement  plus  petites  que  les  nombres 

J-)",    {±)'\    {2.Y,    (± 

10/          \io/  \it>/  Vio 

Donc  alors  le  nombre  des  décimales  exactes  se  trouve  doublé  pour  le  moins 
à  chaque  opération  nouvelle. 

Les  recherches  précédentes  fournissent  plusieurs  méthodes  de  résolution 
pour  les  équations  numériques.  Afin  de  faire  mieux  sentir  les  avantages  cjue 
présentent  ces  méthodes,  je  vais  les  appliquer  aux  deux  équations 

(  90  )  x^  —  2  a;  —  5  1=  G 

et 

(91)  ^^ — ja;  +  y  z=:o 
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que  Lagrange  a  choisies  pour  exemples  {Résolution  des  équations  numé- 
riques, Chap.  IV),  et  dont  la  première  a  été  plus  anciennement  traitée  par 
Newton. 

Si  nous  considérons  d'abord  l'équation  (90),  nous  trouverons  (théorème  III, 
scolie  II)  qu'elle  a  une  seule  racine  positive  comprise  entre  les  deux  limites 


- 1         et         y/2.5  =r  2  ,ID.  . . . 
De  plus,  la  valeur  positive  de  x  propre  à  vérifier  l'équation 

2,27  +  5  =  .z-' 
satisfera  (problème  I,  scolie  IV)  à  la  condition 

2  y/D.2,37  <  x^, 

ou,  ce  qui  revient  au  même,  à  la  suivante  : 

i 

x>  (40)^=12,09 

La  racine  dont  il  s'agit  sera  donc  renfermée  entre  les  nombres  2,09  et 
2,i5,  ...;  en  sorte  que  sa  valeur,  approchée  à  moins  d'un  dixième  près, 
sera  2,1.  Pour  obtenir  une  valeur  plus  exacte,  nous  observerons  qu'on  a 
dans  le  cas  présent 

Y{x)-=  x^— IX  —  5,         Yi{x)  ^=Zx^—  1,         Y2{x)=iZx,         F3(,2;)=:i, 

et  que,  si  l'on  prend 

^=2,1, 

la  condition  énoncée  dans  le  théorème  IV  sera  remplie.  Cela  posé,  comme 
on  tirera  de  l'équation  (55) 

5  +  *c        H 
a  =:::  5^:^ — ^-^  —  ^  =^ —  o,oo543i878. .  ., 
6ç  —  2         6 

on  trouvera  pour  les  nouvelles  valeurs  approchées  de  l'inconnue  x 

^  +  a  =  2,094568 121... 
et 

£  +  oc  —  çc2  p-A|Z  ::^  ^  +  a  -  «2         2_^  =  2,094^3 15 .  .  .  . 
Enfin,  comme,  la  valeur  exacte  de  x  étant  présentée  sous  la  forme  j?  =;:^  +  s. 
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z  sera  une  quanlilé  comprise  entre  les  limites  o,  20c,  et  que  par  suite  on  aura 
évidemment 

F,(0-  11,23"     '^'^''' 
val.  num.  z  =  val.  num.  (x-h  qz^)  <  val.  num.  a  -h  (2a)-  val.  num.  q  <  0,01, 

on  en  conclura  (théorème  IV,  scolies  III  et  IV)  que,  en  prenant 

a;  =:  2,0945681, 

on  commet  une  erreur  plus  petite  que  0,0001,  et  en  prenant 

,r  =  2,o9455i5 

une  erreur  plus  petite  que  o,oooooi. 

Au  lieu  d'employer  les  formules  générales,  on  pourrait  effectuer  le  calcul 
de  la  manière  suivante.  Après  avoir  trouvé  2,1  pour  la  valeur  approchée 
de  œ,  on  fera  dans  l'équation  (90) 

œ=z2,l-\-  z, 

et  l'on  en  tirera,  en  divisant  tous  les  termes  par  le  coefficient  de  z, 

(92)  0,005431878.  .  .  4-  ^  -f-  0,560997328.  .  .  z^-\-  0,089047195.  .  .  ^^=  o 
ou,  ce  qui  revient  au  même, 

(93)  Z=z — 0,005431878.  ..+  ^5^, 

la  valeur  de  q  étant  déterminée  par  la  formule 

(94)  5-  =  — 0,560997328..  .  —  0,089047195. .  .z. 

Le  double  du  premier  terme  de  l'équation  (92)  est,  à  très  peu  près,  0,01  ;  et, 
comme  le  premier  membre  de  cette  équation  fournit  deux  résultats  de  signes 
contraires  lorsqu'on  y  fait  successivement 

z  =z  o^         z  =  —  0,0  r, 

on  peut  affirmer  qu'elle  a  une  racine  réelle  comprise  entre  les  limites  o  et 
—  0,01.  Pour  démontrer  que  cette  racine  est  unique,  il  suffit  d'observer  que, 
en  vertu  de  la  formule  (60),  l'équation 

Fi  (  2 , 1  -+-  5  )  =  o 
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se  réduit  à 

I  +  2  X  0,560997828.  .  .  S  -T-  3  X  0,089047195.  .  .  Z^^=r-0, 

et  que  cette  dernière  ne  saurait  être  vérifiée  par  aucune  valeur  de  z  ren- 
fermée entre  les  limites  dont  il  s'agit.  De  plus,  il  est  clair  que,  pour  une 
semblable  valeur  de  z,  la  quantité  g  déterminée  par  la  formule  (9^)  reste 
comprise  entre  —  o,56o  et  —  o,56i;  et,  comme  on  tire  de  l'équation  (98) 

[  x;  =r  —  0,00543 1 878 ...  —  o, 000029505 . .  .{—  q) 
(96)  I 

(  —  0,000000820 .  .  .  (—  q)-  —  .  .  . , 

on  en  conclura  :  1°  en  supposant  —  y  =  o,56o, 

ZT=z — o,oo54485o. . ., 
2°  en  supposant  —  q  =  o,56i, 

^13: — o,oo544853. . . . 

Par  suite,  la  valeur  réelle  et  positive  de  ^  propre  à  vérifier  l'équation  (90) 
sera  comprise  entre  les  limites 

2,1  —  o,oo54485o  =  2,09455 1 5o 
et 

2,1  —  o, 00544854  =  2,09455146. 

Cette  équation  a  donc  une  racine  positive  unique  à  très  peu  près  égale  à 

2,o9455i5. 

Il  est  d'ailleurs  facile  de  s'assurer  qu'elle  n'a  point  de  racines  négatives.  Car, 
si  elle  en  avait  une  seule,  on  pourrait  satisfaire  par  une  valeur  positive  de  a^ 
à  la  formule 

(  96  )  x^  —  2 .27  -f-  5  =  o  ; 

et  cette  valeur  de  œ  (voir  le  scolie  V  du  problème  I)  serait  en  même  temps 
inférieure  à  la  racine  positive  de  l'équation 

œ^  —  2.2r  r=  o, 

c'est-à-dire  à 

v/2  =  i,4r4. .., 

et  supérieure  à  la  racine  de  l'équation 

5  —  2 .2;  =r  o. 
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c'est-à-dire  à 

-=2,5; 

ce  qui  est  absurde. 

Passons  maintenant  à  l'équation  (91),  et  cherchons  en  premier  lieu  ses 
racines  positives.  Pour  avoir  une  limite  supérieure  aux  racines  de  cette 
espèce,  il  suffira  d'observer  que,  l'équation  dont  il  s'agit  pouvant  se  mettre 
sous  la  forme 

on  en  tire  (problème  I,  scolie  IV),  en  supposant  js  positif, 

2  sl'jx'^  <C.  'J  oc 
•et,  par  suite, 

On  peut  donc  prendre  j  pour  une  valeur  approchée  de  la  plus  grande  racine 
positive.  Cela  posé,  si  l'on  fait  dans  l'équation  (91) 

7 
on  trouvera 


32 

(97)  o,o5  +  c  +  2,4o^--+- --^'  =  0 
ou,  ce  qui  revient  au  môme, 

(98)  5  =— 0,o5  -H^5*, 

la  valeur  de  q  étant  déterminée  par  la  formule 

(99)  ^  =  -2,40- -2. 

Le  double  du  premier  terme  de  l'équation  (97)  est  0,1;  et,  comme  le  pre- 
mier membre  de  cette  équation  change  de  signe  lorsqu'on  passe  de  5  =  o  à 
5  =  —  o ,  I ,  tandis  que  le  polynôme 

I  --1-  2  X  2,4os  +  3  X  —  s^ 

70 

reste  constamment  positif  dans  cet  intervalle,  il  en  résulte  qu'elle  a  une 
racine  réelle,  mais  une  seule,  comprise  entre  les  limites  o  et  —0,1.  La 
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valeur  correspondante  de  q  est  évidemment  renfermée  entre  les  deux  quan- 
tités 

—  2,354...,     —  2,4o;  ^ 

et  l'on  tire  d'ailleurs  de  l'équation  (98) 

U=: ^^ 

(100)  ■  I  -h  y/ 1  +  0,2^ 

(     =  —  o,o5  —  0,0025  ( —  q)  —  0,00025 ( —  v)^—  o,oooo3i25( —  q^  —  .... 

Si  dans  cette  dernière  équation  on  fait  successivement 

5-=— 2,354,        7=— 2,4o, 

on  trouvera  pour  les  valeurs  correspondantes  de  z 

^= — 0,05788...,         c  =  —  o,o58io...; 

et  l'on  en  conclura  que  la  plus  grande  racine  positive  de  l'équation  proposée 
est  renfermée  entre  les  limites 

h 

J    0,00788  .    .    .  ^3  I  ,  692 II... 

et 

j  — 0,o58lO.  ..  :r=  1,69189.  ..  . 
4 

Donc,  si  l'on  appelle  a  cette  plus  grande  racine,  sa  valeur  approchée  à 
onze  cent-millièmes  près  sera  donnée  par  la  formule 

(loi)  a  =  1,6920. 

En  partant  de  celte  première  valeur  approchée,  on  pourra  par  une  seule 
opération  en  ohtenir  une  seconde  dans  laquelle  l'erreur  ne  i)ortera  plus  que 
sur  les  décimales  du  douzième  ordre. 

Outre  la  racine  a  que  nous  venons  de  considérer,  l'équation  (91)  admet 
évidemment  une  racine  négative  égale,  au  signe  près,  à  la  racine  positive 
unique  de  l'équalion 

(102)  x'^—-x  —  -  z:z  o, 

et  par  conséquent  renfermée  (théorème  III,  scolie  II)  entre  les  limites 
—  v/i4  —  —  3,74iO.  . .         et        —  Vi4  =  — -^,41 

OKinres  de  C.  S.  II,  I.  III.  53 
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Nommons  c  la  racine  négative  dont  il  s'agit.  La  troisième  racine  ù  de  l'équa- 
tion (91)  sera  évidemment  réelle  et  positive,  puisque  le  produit  abc  des  trois 
racines  doit  être  équivalent  au  dernier  terme  pris  en  signe  contraire,- c'est- 
à-dire  à  — 7.  Déterminons  à  présent  cette  troisième  racine.  Pour  y  parvenir, 
on  cherchera  d'abord  un  nombre  G  égal  ou  inférieur  à  la  valeur  numérique 
de  Fi(rt).  Or,  puisqu'on  a  dans  le  cas  présent 

on  en  conclura 

F,  (ff)  — :3«-— 7. 

On  pourra  donc  prendre 

G  r-  3(1,69189)-^—  7  =  1,5874 

D'ailleurs,  en  vertu  de  ce  qui  précède,  on  a  encore 

a<i,6g22,         — c<3,74i7 

et,  par  suite, 

a  —  c  <  5,4339. 

Cela  posé,  on  trouvera  (problème  II,  scolie  II) 

,  G  1,5874 

«  —  />  > >  -~  , ,-. .,    =  (),2Q2 12..., 

a  —  c       0,4309  ^ 

et  l'on  aura  en  conséquence 

/>  <C  1,6921 1 .. . —  0,29214.  ..<  1,40. 

Après  avoir  reconnu,  comme  on  vient  de  le  faire,  que  la  racine  b  est  infé- 
rieure à  la  limite  i,4o,  on  supposera 

.r  =  1 ,  4o  H-  ^. 

L'éi'juation  (91)  donnera  dans  cette  hypothèse 

25 

(io3)  o,o5  +  ;;  —  3,75^- ^^^irro 

2o 

OU,  ce  qui  revient  au  même, 

(98)  c -T  — 0,05  +  7:;-, 

la  valeur  de  q  étant  déterminée  par  la  formule 

(fo4)  7=r3,75  +  ^g5. 


=  —  o,o43i7. . . 
=  —  o,o43o5. . .  ; 
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Le  double  du  premier  terme  de  l'équation  (io3)  est  o,i  ;  et,  comme  le  pre- 
mier membre  de  cette  équation  change  de  signe  lorsqu'on  passe  de  ;;  =  o  à 
z  =z  —  G, I ,  tandis  que  le  polynôme 

i  —  2  X  ô.naz  —  3  X  -?:-=- 

^  '  20 

reste  constamment  positif  dans  l'intervalle,  U  en  résulte  qu'elle  a  une  seule 
racine  réelle  comprise  entre  les  limites  o,  — o,i.  La  valeur  correspondante 
de  q  est  évidemment  renfermée  entre  les  deux  quantités 

3,66     et     3,-5. 

Eli  substituant  successivement  ces  deux  quantités  à  la  place  de  la  lettre  q 
dans  l'équation  (loo),  on  obtiendra  deux  nouvelles  limites  de  l'inconnue  z, 

savoir 

_        o>i 

I -H  \/ 1,73-2 
et 

o  ,j 

j  +  \/i,75o 
puis  l'on  en  conclura  que  la  racine  positive  h  est  comprise  entre 

1 ,  4o  —  o,o43 1 7 ...  —  1 ,  35682 . . . 

et 

1 ,  /jo  —  o,o43o5 . . .  =  1 ,  35694 . .  - . 

On  obtiendra  donc  la  valeur  approchée  de  cette  racine  à  un  dix-millième 
près,  si  l'on  prend 

(ro5)  b  ■=  i,3o6g. 

Quant  à  la  racine  négative  c  de  l'équation  (91),  nous  savons  déjà  (|u'elle 
est  comprise  entre  les  limites 

— 3,74i6...     et     — 2,4i.... 

On  aura  donc  sa  valeur  approchée  à  une  unité  près,  si  on  la  suppose  égale  à 
—  3.  ('ela  posé,  faisons  dans  l'équation  (91) 

a-  ^=—  0  -h  z. 
On  trouvera 

(106)  0,o5  -f-  ^  —  0,45^-  -h  0,o5  3^rTr  O 


420  COLRS  D'ANALYSE. 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

(98)  z—  — 0,0^  -{-  qz^y 

la  valeur  de  7  élaiil  déterminée  par  la  formule 

(107)  (yr=o,45  —  o,o5^. 

De  plus,  on  reconnaîtra  facilement  :  i"  que  l'équation  (106)  a  une  racine 
réelle,  mais  une  seule,  comprise  entre  les  limites  o,  —  0,1  ;  2°  que  la  valeur 
correspondante  de  <]  est  renfermée  entre  les  deux  nombres 

* 

0,45,     0,455; 

3"  que  ces  deux  nombres  substitués  à  la  place  de  la  lettre  q  dans  l'équa- 
tion (100)  fournissent  deux  nouvelles  valeurs  approchées  de  z,  savoir 

—  0,048922. . . 


i-f-V^i,o9 


et 

,  Tz::  —  0,0489  II.... 

Par  suite,  la  valeur  approchée  de  c  à  un  cent-millième  près  sera 

(108)  C=:—  3,04892. 

Au  reste,  on  aurait  pu  déduire  immédiatement  la  valeur  approchée  de  c  des 
formules  (ici)  et  (io5).  En  effet,  puisque  dans  l'équation  (91)  le  coefficient 
de  x^  se  réduit  à  zéro,  on  en  conclut 

a  -\-  b  +  c  zzT.  o, 
c^rz  — a  —  b, 

et,  par  conséquent,  à  très  peu  près, 

c  z=  —  (  1 ,  6920  -1-  1 ,  3569)  ---  —  3 ,  0489. 

I*our  terminer  cette  Note,  nous  présenterons  ici  deux  théorèmes  dont  le 
second  comprend  la  règle  énoncée  par  Descartes  relativement  à  la  détermi- 
nation du  nombre  des  racines  positives  ou  négatives  qui  appartiennent  à  une 
éciuation  de  degré  quelconque.  Dans  ce  dessein,  nous  allons  d'abord  exa- 
niin(îr  le  nombre  des  variations  et  des  permanences  de  signes  que  peut  offrir 
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une  snile  de  quantités,  lorsqu'on  suppose  les  différents  termes  de  cette  suite 
comparés  l'un  à  l'autre,  dans  l'ordre  où  ils  se  succèdent. 
Soit 

(109)  a^,       <7i,       rt,.        •••■,       ^m-i,       <^m 

la  suite  que  l'on  considère,  composée  de  m  +  i  termes.  Si  aucun  de  ces 
termes  ne  se  réduit  à  zéro,  le  nombre  des  variations  de  signe  qu'on  obtiendra 
en  les  comparant  deux  à  deux,  dans  l'ordre  où  ils  se  succèdent,  sera  complè- 
tement déterminé.  Mais,  si  quelques  termes  se  réduisent  à  zéro,  comme  on 
pourra,  dans  cette  hypothèse,  fixer  arbitrairement  le  signe  de  chacun  d'entre 
eux,  le  nombre  des  variations  de  signe  dépendra  de  cette  fixation  même,  de 
manière  cependant  à  ne  pouvoir  s'abaisser  au-dessous  d'un  certain  minimum, 
ni  s'élever  au-dessus  d'un  certain  maximum.  Une  semblable  remarque  peut 
être  faite  sur  le  nombre  des  permanences  de  signe.  Ajoutons  (pie,  pour 
obtenir  le  iiombre  maximum  des  variations  de  signe,  il  suffit  de  considérer 
chaque  terme  qui  s'évanouit  comme  affecté  d'un  signe  contraire  à  celui  du 
terme  précédent.  Concevons,  par  exemple,  que  la  suite  (109)  se  compose  des 

quatre  termes 

+  1,     o,     o,     —  I. 

Le  premier  de  ces  termes  étant  positif,  on  obtiendra  le  nombre  maximum 
des  variations  de  signe,  en  considérant  le  second  terme  comme  négatif,  et  le 
troisième  comme  positif,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  en  écrivant 

H-  I,     —  o.     H-  o,     —  I. 

Par  suite,  dans  ce  cas  particulier,  le  nombre  maximum  dont  il  s'agit  sera 
égal  à  3.  On  aurait  obtenu  au  contraire  le  nombre  minimum  des  variations 
de  signe,  égal  à  l'unité,  en  affectant  chaque  terme  nul  d'un  signe  semblable 
à  celui  du  terme  précédent,  c'est-à-dire  en  écrivant 

+  1,     +0,     —  o,     —  1. 

Ces  principes  étant  admis,  on  établira  sans  difficulté  les  propositions  sui- 
vantes : 

Théorème  VI.  —  Supposons  que,  la  constanLe  h  étant  réelle  et  positive,  on 
multiplie  le  polynôme 

(110)  a^x'"--^  (7i^"'-'  -I-  a.,x'"'-  -\- .  .  .  +  rt„,^,  X  +  a,„ 

par  le  facteur  linéaire   x  -1-  h.    Cette  multiplication   n'augmentera  pas  le 
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nombre  maximum  des  variations  de  signe  entre  les  coefficients  successifs  des 
puissances  descendantes  de  la  variable  z. 

Démonstration.  —  En  multipliant  le  polynôme  (i  lo)  par  x  -h  h,  on  obtient 
un  nouveau  polynôme  dans  lequel  les  puissances  descendantes  de  la  variable 
ont  pour  coefficients  respectifs  les  quantités 

(iri)  «0,     «1 -+-/'«()»     a,+ ha^,      ...,     a,„4-Aa,„_i.     /ia,„. 

Il  suffira  donc  de  prouver  que  le  nombre  des  variations  de  signe  ne  croît  pas 
dans  le  passage  de  la  suite  (log)  à  la  suite  (m),  lorsqu'on  a  porté  ce  nombre 
au  maximum  dans  l'une  et  l'autre  suite,  en  affectant  chaque  terme  qui  s'éva- 
nouit d'un  signe  contraire  à  celui  du  terme  précédent.  Or,  je  dis  en  pre- 
mier lieu  que,  les  signes  étant  fixés  d'après  cette  règle,  chaque  terme  de  la 
suite  (i  1 1),  représenté  par  un  binôme  de  la  forme 

prendra  le  même  signe  que  l'un  des  termes  a„,  a„_,  de  la  suite  (log).  Cette 
assertion  est  également  évidente  dans  les  deux  cas  qui  peuvent  se  présenter, 
savoir  :  i°  lorsque  les  deux  termes  «„_i,  r/„  sont  originairement,  ou  en  vertu 
de  la  règle  adoptée,  affectés  de  signes  contraires,  par  exemple  lorsque  a„ 
s'évanouit;  2"  lorsque,  a,i  ayant  une  valeur  différente  de  zéro,  «„_,  est  affecté 
du  môme  signe  que  a„.  En  conséquence,  si  l'on  attribue  aux  quantités 

(112)  Aao,     hai,     ha.2,      ...,     ha,„_^,     ha,„ 

les  mêmes  signes  qu'aux  termes  correspondants  de  la  suite  (109),  on  pourra, 
sans  altérer  en  aucune  manière  la  succession  des  signes  dans  la  suite  (m), 
y  remplacer  chaque  binôme  de  la  forme 

a„-hAr/„_, 

par  l'un  des  deux  monômes  a„,  /ia„^i.  En  opérant  ainsi,  on  obtiendra  une 
nouvelle  suite  dans  laquelle  chaque  terme  de  la  forme  «„  se  trouvera  suivi 
d'un  autre  terme  égal,  soit  au  monôme  «,,4-1,  soit  au  monôme  ha„,  qui  est 
la  seconde  partie  du  binôme  a„j^i-i-  ha„,  tandis  que  chaque  terme  de  la 
forme  //«„  se  trouvera  suivi  du  monôme  ha„^f,  ou  du  monôme  «,,4-2»  ^"i  <'st 
la  première  partie  du  binôme  a,,^^-^  ^^(^ii+i-  Cela  posé,  concevons  que  dans 
la  nouvelle  suite  on  distingue  :  1"  chaque  terme  de  la  forme  a„  auquel  suc- 
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cède  un  aulre  terme  de  la  forme  lia,,;  2"  cliaque  terme  de  la  forme  hàn 
auquel  succède  un  aulre  terme  de  la  forme  a„+^;  et  soient  respectivement 

a  s,     ha,t,     «r„,     /i«w, 

les  différents  termes  de  l'une  et  l'autre  espèce  rangés  d'après  l'ordre  de 
grandeur  des  indices  qui  affectent  la  lettre  a.  La  nouvelle  suite,  composée 
des  monômes 

(ii3)      < 

'  lla^,,       /lCli,^i,        •  •  •>        ''^iv>  (^^w-hif       ^'^ivt-SJ        •  •  •»       ^^/nj 

ne  présentera  évidemment  que  des  variations  de  signe  propres  à  la  suite  (  rog) 
avec  celles  qui  peuvent  naître  dans  le  passage  de  /*«„  à  «,i+.2,  de  /m„,  à  a^^,^.^, .... 
D'ailleurs  il  est  aisé  de  voir  que,  si  les  deux  quantités 

ha„     et     «,,+2, 
ou,  ce  qui  revient  au  même, 

•7,,       et      «„^_2 

sont  affectés  de  signes  contraires,  la  variation  de  signe  correspondante  ne 
fera  que  remplacer  une  autre  variation  de  signe  propre  à  la  suite  (109), 
savoir  celle  qui  avait  lieu  entre  le  terme  a^+i  et  l'un  des  deux  termes  a„, 
«„+.2.  Une  remarque  toute  semblable  s'applique  au  cas  où  les  monômes  /««„,, 
a^^,+2  sont  affectés  de  signes  contraires,  etc.  On  peut  donc  conclure  que  le 
nombre  maximum  des  variations  de  signe  n'augmente  pas  lors'qu'on  passe 
de  la  suite  (109)  à  la  suite  (1 13),  et  par  conséquent  à  la  suite  (ni);  ce  qu'il 
fallait  démontrer. 

Corollaire.  —  Si  l'on  multiplie  le  polynôme  (uo)  par  plusieurs  facteurs 
linéaires  de  la  forme 

X  -\-  II,     X  -{-  h' ,     X  +  II" ,     .  . . , 

h,  h',  h",  ...  désignant  des  quantités  positives,  on  n'augmentera  pas  le 
nombre  maximum  des  variations  de  signes  entre  les  coefficients  successifs 
des  puissances  descendantes  de  la  variable  x. 

Théorème  VII.  —  Soient,  pour  le  polynôme 

(iio)  Vi^)  =  a^)X"'  +  aiX'"-^  +  ...-+-  a„i_iX  +  a„„ 
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m' le  nombre  minimum  des  permanences  de  signes,  et  m"  le  nombre  minimum 
des  variations  de  signe  entre  les  coefficients  successifs  des  puissances  descen- 
dantes de  x.  Alors,  dans' l'équation 

(ii4)  F(^)  =  o, 

le  nombre  des  racines  négatives  sera  égal  ou  inférieur  à  m',  le  nombre  des 
racines  positives  égal  ou  inférieur  à  m",  et  le  nombre  des  racines  imagi- 
naires égal  ou  supérieur  à  la  différence 

m  —  (»?'+  m"). 

Démonstration.  —  Pour  établir  la  première  partie  du  théorème,  j'observe 
que,  si  l'on  appelle  h,  h',  Ji",  ...  les  racines  négatives  de  l'équation  {i^^^,  le 
polynôme  Ff.r)  sera  divisible  pai'  le  produit 

{x-\-  h){x-\-h'){x^h").... 

Nommons  Q  le  quotient.  D'après  le  corollaire  du  théorème  précédent,  le 
nombre  maximum  des  variations  de  signe  dans  le  polynôme  Y {x)  sera  égal 
ou  inférieur  au  nombre  maximum  de  ces  variations  dans  le  polynôme  Q, 
et  par  conséquent  au  degré  de  ce  dernier  polynôme.  Par  suite,  le  nombre 
minimum  des  permanences  de  signe  dans  le  polynôme  F(^)  sera  égal  ou 
supérieur  à  la  différence  entre  le  nombre  m  et  le  degré  du  polynôme  Q, 
c'est-à-dire  au  nombre  des  racines  réelles  et  négatives  de  l'équation 

(ii4)  F(^)=o. 

Pour  démontrer  la  seconde  parlie  du  théorème  VII,  il  suffira  de  remarquer 
que,  en  écrivant  —  ^  au  lieu  de  x  dans  l'équation  (ii4)»  on  change  à  la  fois 
les  racines  positives  en  négatives,  les  variations  de  signe  en  permanences, 
et  réciproquement. 

Enfin,  comme  celte  équation,  étant  du  degré  m,  doit  avoir  m  racines  réelles 
ou  imaginaires,  il  est  clair  que  la  troisième  partie  du  théorème  est  une  con- 
séquence immédiate  des  deux  autres. 

Corollaire.  —  Pour  montrer  une  application  du  théorème  précédent,  con- 
sidérons en  particulier  l'équation 

(n5)  ^'"+1— G. 
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On  trouvera  :  i"  en  supposant  m  pair, 

ni'-—o,         m"=iro; 

2"  en  supposant  m  in)pair, 

///'=  I,  m"  :=o. 

Par  suite,  l'équation  (ii5)  n'a  point  de  racines  réelles  dans  la  première  hypo- 
thèse, et  ne  peut  en  avoir  (ju'une  dans  la  seconde,  savoir,  une  racine  réelle 
négative. 


ORuvres  de  6.  —  S.  II.  t.  1 11.  .5/4 
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NOTE  IV. 


SUK    LE    DEVELOPPEMENT    DE    LA    FONCTION    ALTERNEE 
{r~x)  {z  —  y)  (z^x)  ...{f  —  x)  {t-~-j)  (i'  —  z)    ..{f  —  u). 


Désignons  par  ce  la  fonction  dont  il  s'agit.  Ainsi  (lu'on  l'a  déjà  remarqué 
(Chap.  III,  §  II),  cliaque  terme  de  son  développement  sera  équivalent,  abs- 
traction faite  du  signe,  au  produit  des  diverses  variables  rangées  dans  un 
certain  ordre  et   respectivement  élevées  aux  puissances  marquées  par  les 

nombres 

o,     1 ,     2,     3,     . .  . ,     n  —  I . 

De  plus,  il  est  aisé  de  voir  (jue  tous  les  produits  de  cette  espèce  peuvent  se 
déduire  les  uns  des  autres  à  l'aide  d'un  ou  de  plusieurs  écbanges  opérés 
entre  les  variables  |)rises  deux  à  deux.  Ainsi,  par  exemple,  on  déduira  le 
produit 

d'un  quelconque  des  produits  de  même  forme,  en  faisant  passer  successive- 
ment par  de  semblables  écbanges  la  lettre  o^  à  la  première  place,  puis  la 
lettre  /  à  la  seconde,  puis  la  lettre  z  à  la  troisième,  etc.  Comme  d'ailleurs 
la  fonction  cp  cbange  de  signe,  en  conservant  au  signe  près  la  môme  valeur, 
toutes  les  fois  qu'on  échange  deux  variables  entre  elles,  on  devra  conclure  : 
I"  que  le  développement  de  cette  fonction  renferme  tous  les  produits  ci- 
dessus  mentionnés,  pris  les  uns  avec  le  signe  4-,  les  autres  avec  le  signe  —  ; 
2°  que,  dans  le  même  développement,  deux  produits,  choisis  au  hasard, 
sont  affectés  du  même  signe,  ou  de  signes  contraires,  suivant  qu'on  peut  les 
déduire  l'un  de  l'autre  par  un  nombre  pair  ou  par  un  nombre  impair 
d'échanges.  En  parlant  de  ces  remarques,  on  établira  sans  difficulté  la  propo- 
sition suivante  : 

Théorèmk  I.  —  Joignez  au  produit 

x^  y^  z^  .  .  .  M"-2  ,,«-1 
tous  ceux  que  l'on  peut  en  déduire  à  l'aide  d'un  ou  de  plusieurs  échanges 
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successivement  opérés  entre  les  variables 

X,     y,     z,      ...,     u,     (' 

prises  deux  à  deux.  Le  nombre  des  produits  que  vous  obtiendrez  sera 

i  .2.3.  .  .{n  —  i)n, 

et  ils  se  partageront  en  deux  classes  distinctes,  de  telle  manière  quon  ne 
pourra  jamais  déduire  V un  de  Vautre  deux  produits  d'une  même  classe  que 
par  un  nombre  pair  d'échanges,  ni  deux  produits  de  classe  différente  que 
par  un  nombre  impair  d'échanges.  Cela  posé,  si  Von  ajoute  tous  les  produits 
d'une  classe  pris  avec  le  signe  -f-  aux  produits  de  Vautre  classe  pris  avec  le 
signe  — ,  on  trouvera  pour  somme,  suivant  qu'on  donnera  le  signe  h-  aux 
produits  d'une  classe  ou  à  ceux  de  Vautre,  soit  le  développement  de  +  <p,  soit 
le  développement  de  —  cp. 

Il  suffit  évidemment  d'avoir  égard  à  la  proposition  précédente  pour  con- 
struire le  développement  de  la  fonction  alternée  +  9.  Toutefois  on  doit 
remarquer  encore  un  antre  théorème,  à  l'aide  duquel  on  peut  décider  immé- 
diatement si  deux  produits,  pris  au  hasard  dans  le  développement  dont  il 
s'agit,  s'y  trouvent  affectés  du  môme  signe  ou  de  signes  contraires.  Nous 
nous  contenterons  d'énoncer  ici  ce  second  théorème,  sans  en  donner  la  dé- 
monstration qu'on  déduira  sans  peine  des  principes  que  nous  avons  exposés. 

Théokème  II.  —  Pour  décider  si,  dans  le  développement  de  la  fonction 
alternée  ±  cp,  deux  produits  de  la  forme 

x^ y^  z"^  .  .  .  u"--  (''*-' 

sont  affectés  du  même  signe,  ou  de  signes  contraires,  on  distribuera  les  va- 
riables ■  ' 

X,    y,     z,     ...,     u,     V 

en  plusieurs  groupes,  en  ayant  soin  de  faire  entrer  deux  variables  dans  un 
même  groupe  toutes  les  fois  qu'elles  porteront  le  même  exposant  dans  les  deux 
produits  que  Von  considère,  et  formant  un  groupe  isolé  de  chaque  variable 
(jui  n'aura  pas  changé  d'exposant  dans  le  passage  du  premier  produit  an 
second.  Cela  posé,  les  deux  produits  seront  affectés  du  même  signe,  si  la  dif- 
férence du  nombre  total  des  variables  au  nombre  des  groupes  est  un  nombre 
pair,  et  ils  seront  affectés  de  signes  contraires,  si  cette  différence  est  un 
nombre  impair. 
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On  l'acilite  l'usage  du  théorème  qui  précède,  en  écrivant  les  deux  produits 
l'un  sur  l'autre,  et  rangeant  dans  chacun  d'eux  les  variables  d'après  l'ordre 
do  grandeur  des  exposants  ([u'eJles  portent. 

Pour  appliquer  à  un  exemple  les  deux  théorèmes  ci-dessus  énoncés,  consi- 
dérons en  particulier  cinq  variables 

X,     y,     z,     (I,     V. 

F^e  produit  de  leurs  différences,  ou,  si  l'on  veut,  la  fonction  alternée 

{y  —  x)  (3  —  x)  {z  -y)  {il  -  x)  {u  —  y)  {u  —  z)  ((•  —  x)  (('—/)  {v  —  z)  (r  —  «), 

fournira  un  développement  composé  de  cent  vingt  termes  respectivement 
égaux  à  cent  vingt  produits  dont  soixante  seront  précédés  du  signe  +,  et 
soixante  du  signe  — .  L'un  des  produits  affectés  du  signe  +  sera  celui  qui  a 
pour  facteurs  les  premières  lettres  des  binômes 

y  —  x,    z  —  ,r,    z—y,     . . . ,     V  —  II, 
savoir 

x"  y^     -2    i^i    j;i^ 

Pour  juger  si  un  autre  produit  tel  que 

x^  s'  ç^  11^ y ^ 

doit  être  pris  avec  le  signe  +  ou  avec  le  signe  —,  il  suffira  d'observer  que,  si 
l'on  compare  les  deux  produits  dont  il  est  ici  question  sous  le  rapport  des 
mutations  qui  ont  lieu  enjre  les  variables  données  lorsqu'on  passe  de  l'un  à 
l'autre,  on  sera  conduite  partager  ces  mêmes  variables  en  trois  groupes,  dont 
l'un  renfermera  la  seule  variable  x,  un  second  les  trois  variables  y,  z,  r,  et 
un  troisième  la  seule  variable  u.  Si  du  nombre  des  variables  égal  à  5  on 
retranche  le  nombre  des  groupes  égal  à  3,  on  aura  pour  reste  2,  c'est-à-dire 
un  nombre  pair.  Par  conséquent  les  deux  produits  devront  être  affectés  du 
même  signe;  et,  puisque  le  premier  est  précédé  du  signe  +,  le  second  devra 
l'être  également. 
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NOTE  V. 


SUR   LA    FORMULE    DE    LAGRANGE    RELATIVE    A   L  INTERPOLATION. 


UNIVERSITY 

OF  . 


Lorsqu'on  veut  déterminer  une  fonction  entière  de  x,  du  degré  n  —  i, 
d'après  un  certain  nombre  de  valeurs  particulières  supposées  connues,  il 
suffit  d'avoir  égard  à  la  formule  (i)  du  Chapitre  IV  (§  I).  Celte  formule, 
donnée  pour  la  première  fois  par  Lagrange,  pourrait  facilement  se  déduire 
des  principes  exposés  dans  le  paragraphe  I  du  Chapitre  III.  En  effet,  dési- 
gnons par 


(0 


bx 


CX^-{- 


hx"- 


la  fonction  cherchée,  et  par 


«0>       ''ij       ^2,        •  •  •  >       f^n-l 


ses  valeurs  particulières  correspondantes  aux  valeurs 


0  9  ^  \  9  ^29 


•^«  —  1» 


(le  la  variable  x.  Les  inconnues  du  problème  seront  les  coefficients  a,  h, 
c,  .  .  .,  h  des  diverses  puissances  de  x  dans  le  polynôme  u;  et  l'on  ain^a,  pour 
déterminer  ces  inconnues,  les  équations  de  condition 


(2) 


bxQ 
bx. 


cxl 


\   «„_.,  =:  a  4-  6^„_,  -+-  cx'l^i  -+- 


hx"- 


hx'[-\ 


{  Ui      ^=z  a  -{-  bx2      -i-cxl      +...-h/i.r"   *, 


hx"^^ 


Cela  posé,  pour  obtenir  la  valeur  explicite  de  la  fonction  u,  il  s'agira  unique- 
ment d'éliminer  les  coefficients  a,  b,  c,  .  . .,  h  entre  les  formules  (i)  et  (2). 
On  y  parviendra  en  ajoutant  l'équation  (1)  aux  équations  (2),  après  avoir 
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multiplié  ces  dernières  par  des  quantités  choisies  de  manière  à  faire  dispa- 
raître la  somme  des  seconds  membres.  Soient 

les  quantités  dont  il  s'agit.  On  trouvera 

U  Xo"o  —  ^1  "1 X2«2 •  •  •  —  X.,i_i  Un-i 

—      (r         —       Xo     —       X,      —       X,      — ...—  X„_,)a 

-{- {x       —  x^y^Q     —  ^,  X,      —^2X2      — .  .  .  — .r„_,X„_  1)  fc 
-{-{x"^      —  ^^Xo     —^1X1      —  ^^X,      —  .  .  .— ^,V  ,  X„_i)c 

+ 

+  (^..-i  _  ^'-1  Xo  -  o^r  '  Xj  -  :rr  '  X2  -  .  .  .  -  xlz\  \n^^  )  h 

et,  par  suite, 

(3)  «<  =Xo"o+  X,«i  +  X2«2-4-  .  .  .  +  X„_i?^,_,, 

attendu  que  les  quantités 

Xo.  Xl,  X2,  ...,  X;,_l 

devront  être  assujetties  aux  équations  de  condition 

Xo+      Xl      +       X2     +...+  X„_,  =  r, 


(4) 


a^o  Xo -h  ^1  X,       +.2^2X2      H-.  .  .-r  ^„_i  X„_i=:  j:-, 
:r^.Xo+^?Xi      4-0^^X2     -T-.  ..  +  ^;,_,X„-,=:=ic% 
> 

<-iXo+  <-'  Xi+  o^r'  X2  +  .  .  .  +  <:}X„_,=  .r"">. 


Si  l'on  résout  ces  nouvelles  équations  par  la  méthode  exposée  dans  le  Cha- 
pitre III  (§  I),  on  obtiendra  les  formules 


(5) 


Xo 
X, 


X/j-i  — 


{X  —  X^){X  —  X^)  .  .  .{X  —  Xnj-\) 
(^0  — ^1)  (-^o  — -272).  •  -(^0  —  •^/t-l) 

{x  —  Xq){x  —  x^). .  .{x  —  .r„_i) 

(  O^l  —  ^0  )  (  -^1   —  J:'2  )  •  •  .  (  ^1  —  Xri-\  ) 
> 

{x  —  x^'){x  —  x^).  .  .{x  —  .T„_2 ) 


(•^/l— 1  ■^O  )  ("^«  —  1  X^)  .  .  .  (J7„_i  ^«—2  ) 

en  vertu  desquelles  l'équation  (3)  se  réduit  à  la  formule  de  Lagrange. 
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Au  reste,  la  formule  de  Lagrange  est  comprise  dans  une  autre  plus  géné- 
rale à  laquelle  on  se*  trouve  conduit,  lorsqu'on  cherche  à  déterminer,  d'après 
un  certain  nombre  de  valeurs  particulières  supposées  connues,  non  plus  une 
fonction  entière,  mais  une  fonction  rationnelle  de  la  variable  x.  Concevons, 
pour  fixer  les  idées,  que  cette  fonction  rationnelle  doive  être  de  la  forme 

,-,                                              a  + bx -^  cx'--^- .  .  .-V  hx"--'^ 
(  o  )  «  =: ^ s 7, 

a -h  bo;  +  y o^^ H- . . .  +  Ôx'"' 

Alors  les  inconnues  du  problème  seront  les  coefficients 

a,     b,     c,      ...,     h,         oc,     6,     y,      ...,     6 
ou,  pour  mieux  dire,  les  rapports 


a 

b 

c 

h 

a 

ê 

y,   . 

Q 

a 

a 

a 

a 

a 

a 

a 

a 

dont  le  nombre  est  n  +  m.  Il  est  aisé  d'en  conclure  que  la  fonction  u  sera 
complètement  déterminée,  si  l'on  en  connaît  n  -f-  m  valeurs  particulières 

w)  "o>       '^1>       '^2>        •  •  •>       f^n  +  m  —  l) 

correspondantes  à  n  +  m  valeurs 

\0  )  a^Q,       ^j,       ^2,        •  •  •,       -^n-i-m—l 

de  la  variable  x.  On  arrive  encore  aux  mêmes  conclusions,  en  faisant  voir 
qu'une  seconde  fonction  rationnelle  de  la  forme 

.    V  a'-h  h'x -i- c'x^'-i-.  .  .  + h'x"-^ 

ne  peut  satisfaire  aux  mêmes  conditions  que  la  première,  sans  lui  être  iden- 
tiquement égale.  Supposons,  en  effet,  que  les  fractions  (6)  et  (9)  deviennent 
égales  entre  elles  pour  les  valeurs  particulières  de  x  comprises  dans  la 
série  (8).  L'équation 


(10) 


(a  +  6  X  4-  .  .  .  +  A  ^•"-'  )  (a'  -I-  6'^-  +  .  .  .  +  9' x'"  ) 
(a'+  b'x  +  .  .  .-h  h'x"-^){oc  +  ê  ^  -h .  .  .  +  9  x'")  =0, 
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subsistant  alors  pour  n-\-in  valeurs  de  la  variable,  tandis  que  son  degré  reste 
inférieur  à  n  +  m,  sera  nécessairement  une  équation  identique;  d'où  il  suit 
(|u'on  aura  identiquement 

a  +  bx -\- CX-  + .  .  .-\- hx"-'^  a' -\- b' x -\- c' x"^ -\- .  .  . -\- h' x"^'"^ 

'  "  ^  a  -+-  ê^  +  yx'^  +  .  .  .-f-  Qx"'    ~  "«'+  ê'.-r  H-  y' x^  +  .  .  .  +  6' x'"    ' 

On  ne  peut  donc  résoudre  que  d'une  seule  manière  la  question  proposée.  On 
la  résoudra  effectivement  en  prenant  pour  valeur  générale  de  u  la  fraction 

\^         ^m-\-\  )  \^         -^w+a  )  ■  •  •  \^         ^ni+n—i  ) _, 

(,  ^0         -^ m  +  \  )•••(,  ■^O  ^m  +  n—\  )  •  •  •  (■^m         ^ m-\-\  j  •  •  •  \  -^ m         '^ in-{-n  —  \  ) 

(  -3^0  —  ^'){^i         X)...{  X^^i         X) 

(  ^0         -^m  )  •  •  •  {-^O         •^/n+n—i  )  •  •  •  (  •^m  — 1         ^m  )  •  •  •  {•^m  —  l         ^/ii+ii—l  ) 

dans  laquelle  le  dénominateur  doit  être  remplacé  par  l'unité,  lorsqu'on  sup- 
pose m=:o,  et  le  numérateur  par  le  produit  Mo«i  •  •  •  ",>n  lorsqu'on  suppose 
nzzzi.  Cela  posé,  on  trouvera,  pour  m  r=  o, 

■  {x  —  Xi){x  —  X^).  .  .{x  —  X„-i) 

(12)  1/  =  Uo  -. r-, . -, .  -f- . . .  ; 

[Xq  —  Xi  )  [Xq         X2  )  •  •  •{  -^0         -^  n  —  \  ) 

pour  /?!  =  1, 


«o"i 


,    „,  {.-Vq—  Xz)  {Xq—  X3)  .  .  .  {Xq—  X„)  {Xj—  X2)  {Xj—  X3)  .  .  .  {Xj—  Xn) 

(  1 5  )    M  = — — zr^ 


pour  /i  =  I, 

(.4)      "  = 


//oW, 


//o«i 


(  J^o  —  ^)  \^\  —  x)  .  ,  .  y x,„^\       X) 

(  '^0  —  ■^nt  )  (  -^1         ^m  )  •  •  •  (  ^iii-\         ^1. 


Dans  cbacune  des  formules  précédentes,  on  complétera  sans  peine  le  numé- 
rateur ou  le  dénominateur  de  la  fraction  qui  représente  la  valeur  de  u,  en 
ajoutant  au  premier  terme  de  ce  numérateur  ou  de  ce  dénominateur  tous 
ceux  qu'on  peut,  en  déduire  à  l'aide  d'un  ou  de  plusieurs  échanges  opérés 
entre  les  indices.  Par  exemple,  si  l'on  suppose  en  même  temps  m  =  i  et 


NOTE  V.  433 

nz=z  2,  on  trouvera,  pour  la  valeur  de  n  complètement  développée, 

JO  —  00 <n  OC  Ob  \  ■'■        "  -'  " 

^0  "i  / \7 — ' ;  +  "o  "2  7 TT T  +  "1  "2 


,   .,  _  {Xq  —  x^_){a:^  —  a;^) '  {x^  — x^)  {x^  —  x^) -  {x^  — x^,)  {x^_—  x^ ) 


-\   H-  «2 


(^0— -a^i)  (^0  — •a?2)  (^1  —  ^0)  (•^1  —  ^2)  (•:^2— ■^0)  (•^2  — -a?!) 

Il  est  bon  de  remarquer  que  la  formule  (12)  est  celle  de  Lagrange,  et  que 
pour  en  déduire  la  formule  (i4)  H  suffit  de  remplacer  n~i  par  m,  puis  de 

prendre  pour  inconnue  la  fonction  -1  supposée  entière,  au  lieu  de  la  fonc- 
tion u. 
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NOTE  YI. 


DES     NOMBRES     FIGURES. 


On  appelle  nombres  figurés  du  premier,  du  second,  du  troisième  ordre,  etc. 
ceux  qui  servent  de  coefficients  aux  puissances  successives  de  x  dans  les  dé- 
veloppements des  expressions 

(i  +  j:)--,      {i^xY\     {\  +  x)-\     

Cette  définition  fournit  un  moyen  facile  de  les  calculer.  En  eiîet,  nous  avons 
prouvé,  dans  le  Chapitre  VI  (§  IV),  qu'on  a,  pour  des  valeurs  réelles  quel- 
conques de  ]x  et  pour  des  valeurs  numériques  de  x  inférieures  à  l'unité, 

[  i\-\-  xy-—i+^--x-^  ^Sl^Jj x^  + . . . 

\     ^  I  i  .2 

(l) 

I  .  2  .  3  ...  « 

Si  dans  l'équation  précédente  on  pose  ii=:  —  {m-hi),  m  désignant  un  nombre 
entier  quelconque,  on  trouvera 

l   (  r  -i-  x\-        zn  I X  H — ^ x^  —  .  .  . 

\  I  1.2 

(2) 

_^  (m4-r)(m-i-2)...(m-i-/0  ^«  ±  . .  . . 

I  .  2  .  3  .  .  .  /i 

Comme  on  a  d'ailleurs  évidemment 

/  {m  -^  \]  [  m  -\-  i)  . .  .  {m  -\-  n)  i .  2 . 3 .  .  .  m  (  m  +  i  )  . . .  (  /n  H-  «.  ) 

*  1.2.3. ../<  ~~        (i.2.3...m)(i.2.3.../i) 

(3) 

(  /î  +  I  )  (  /i  +  2  ) .  .  .  (  «  4-  m  ) 

1  .  2  .  3  .  .  .  «i 
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il  en  résulte  que  l'équation  (2)  peut  s'écrire  ainsi  qu'il  suit  : 

(  I  +  ^  -'"-  ' 5 îi— r,-^ œ 

l  1.2.3.../??  I  .2.0.  .  ./« 

, , ,     1  3 . 4 . 5 ...(/??  +  2 )     „  n  in  -{-  V\ . .  An  -\-  ni  —  i) 

4       /  4-  -^ ^^ 1  x"--...-  -^ — -^^ ^-  ^"- 

I  1 . 2  . 3  .  .  .  »i  1 .  2 .  o .  .  .  /;/ 

f  ,     ( /?  +  I )  ( «  H-  2 ) .  .  . ( /iH-  m )     ,, 

± : ■■ X"  q-  .  .  .  . 

1  1 . 2 . 3 .  . .  /;i 

Les  coefficients  numériques  des  puissances  successives  de  x  dans  le  second 
membre  de  cette  dernière  formule,  savoir 

^        1.2. 3...  m       2.3.4.  ..(/?î  4- 0  «  (/i -t- t).  .  .(/*  4- /?i  —  i) 

1.2.3... m  i .2.6 . . .ni  i .2  .S ...  m 

sont  précisément  les  nombres  figurés  de  l'ordre  m.  La  suite  de  ces  mêmes 
nombres  ou  la  série  (5)  s'étend  à  l'infini.  Son  /i'"""^  terme,  c'est-à-dire  la  frac- 
tion 

n(n  -{-i).  .  .(n  -h  m  ~  i) 

.  .  ,, ) 

I  .  2  .  D  .  .  .  «i 

est  à  la  fois  le  coefficient  numérique  de  x"-^  dans  le  développement  de 

(n-.r)-'"-',  et  le  coefficient  de  x'"'  dans  le  développement  de  {i -h  x-)"-^'"-^. 
De  plus,  si  dans  la  série  (5)  on  fait  successivement 

m  =z  i,         /?i  r=  2,         m  =z  3,         . . . , 
on  obtiendra  :  i"  la  suite  des  nombres  naturels  ou  figurés  du  premier  ordre 

^  >       2>      ^>      4»       •  •  •  >       '*•        •  •  •  î 

2"  la  suite  des  nombres  qu'on  nomme  triani^u/airès  ou  figurés  du  second 

ordre,  savoir 

n(n  4-  1  ) 


1,     3,     6,     10, 


1 . 2 


3"  la  suite  des  nombres  qu'on  appelle  pyramidaux  ou  figurés  du  troisième 

ordre,  savoir 

,                                        n{n  -\-\\(n  -\-  2^ 
I,     4,      10,      20,      ...,      — V, 5       ••••, 
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Si  l'on  écrit  ces  différentes  suites  au-dessus  les  unes  des  autres,  en  les  faisant 
précéder  par  une  première  suite  composée  de  termes  tous  égaux  à  l'unité, 
et  plaçant,  en  outre,  le  premier  terme  de  chacune  d'elles  sous  le  second 
terme  de  la  suite  immédiatement  supérieure,  on  obtiendra  le  Tableau  sui- 
vant : 


(6) 


I, 

I, 

I  , 

I,     ■ 

I, 

2, 

3, 

4,     . 

I, 

3, 

6,     . 

r 

», 

4»       • 

Les  nombres  renfermés  dans  la  (/<  +  i)u-me  colonne  verticale  de  ce  Tableau 
sont  les  coefficients  de  la  «'<■■"«  puissance  d'un  binôme.  Pascal,  dans  son 
Traité  du  triangle  arithmétique,  a  donné  le  premier  la  loi  de  formation  de 
ces  mêmes  nombres.  Newton  a  fait  voir  ensuite  comment  la  formule  établie 
d'après  cette  loi  peut  être  étendue  à  des  puissances  fractionnaires  ou  néga- 
tives. 

Plusieurs  propriétés  remarquables  des  nombres  figurés  se  déduisent  immé- 
diatement de  la  formule  (4)  du  Chapitre  IV  (§  III).  Concevons,  par  exemple, 
que,  après  avoir  remplacé  dans  cette  formule  n  par  «    -  r,  on  y  suppose 


X    —-     m     +     ly 


y  —  rn'-hi, 


m,  m'  étant  deux  nombres  entiers  quelconques,  on  trouvera 


(7) 


{ m  -{-  m' -h  -2)  ( ni  -Jr  m'  -^  3) .  .  .  ( m  -h  m' 4-  n ) 

I  .  2  .  3  .  .  .  (  /t  —  I  ) 

( m  -^  i)  { m  -+-  2) .  .  . (  m  -h  n  —  f ) 

1 . 2 . 3 . . .  (  /i  —  I  ) 

(  /n  -h  I  )  (  /n  H-  2  ) .  .  .  (  m  -t-  «  —  2  )  m'  -+- 1 


4- 


1 .2.3.  .  .{n  —  2 


m  -f- 1  (  /w'  H-  I  )  (  m'  4-  2  ) .  .  .  (  m'  -h-  «  —  2  ) 
I  1 .2.3.  .  .{n  —  2 ) 

(w'-f-  i)  fm'-t-  2),  .  .{ni'-{-  n  —  i)_ 


i  .2.3.  .  .{n  —  I ) 
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puis,  en  faisant  m' rro, 

(  (  m  +  2  )  (  m  -f-  3  ) .  .  .  (  /?z  +  /^  ) 
I  .  2  . 3 . . .  (  /i  —  I  ) 

( m.  -I-  0  (  /?i  4-  2 ) .  .  .  ( m  -+-  n  ~  i) 


(8) 


-H 


1  .  2  .  3  .  .  .  (  /i  —  1  ) 

(/?/-(-  I  )(  m  H-  2  )...(/«  +  f^  —  2  ) 

I  .  2  .  3  .  .  .  (  /l  —  2  ) 
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JJe  même,  si,  après  avoir  remplacé  dans  la  formule  (4)  (Chap.  IV,  §  III) 
n  par  n  —  i,  on  fait  en  outre 


x=im-\-i,         j  — —  (//i'+i), 


on  en  conclura 


(  m  —  m'  )  (/n  —  /??,'+  i ) ...  (  m  —  J7i'  +  n  —  2  ' 
1  . 2 . 3 .  .  .  (  /i  —  I  ) 

(  m  H-  I  )  (  m  -h  2  ) .  .  .  (  /?z  -I-  /i  —  I  ) 


(9) 


I  .  2  .  3  .  .  .  (  /i  —  J 

(  m  +  I  )  (  /;?.  4-  2  ) .  .  . 

) 
{m  -+-  n  ~  o.)  m'+  i 

4-  .  .  .  . 

I  .  2  .  3  .  .  .  (  rt 

-2)                                 I 

__  /?z  -i- 

I   {m'  +  i)m' . . 

.{m'—n  +  [\) 

""^        1 

I  .2.3.  . 

-f-  i)f?i' .  .  .  {m'  — 

.(/i  —  2) 

-/i  +  3) 

l  I  .  2  .  3  .  .  .  (  /i  —  I  ) 

Lorsque  dans  l'équation  précédente  on  suppose  m'=m,  et  en  même  temps 
2,  on  trouve 

_  {m  -Ar  \) .  .  .{m  -\-  n  —  \)        m'-i-i   (m  +  i) .  .  .  (m  H- «  —  2) 


1 . 2 . 3 ...(«—  I ) 


I  j  .  2  . 3  .  .  .  (  /^  —  2  ) 

(  m'  4-  i)  m'  (  m  4-  I ) .  .  .  (  m  +  /«  —  3 


1 .2 


(10)' 


1.2.3. ..(/i  — 3) 

m' 4-  I  {ni-^  i) .  .  .{m-\-  n  —  ni'  —  i ) 
I  1.2.3. ..(/i  —  m'  —  i) 

{m  ^  \).  .  .{m  -\-  n  —  ni'  —  2 ) 
1 . 2 . 3 . . .  (  n  —  m'  —  2  ) 


■il) 
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Enfin,  comme  les  équations  (8)  et  (lo)  peuvent  s'écrire  ainsi  qu'il  suit 

1 .2.S. . .  m       2 . 3 . 4 .  .  -  ( /?i  H-  0 

r. ! -o h  .  .  . 

i .2.6. . . /n  i .2.6 ...  m 

n { n  -i-  i) .  .  . { n  -\-  m  ~  i)  _  n{n  -'r-  i).  .  .{/i  ^  m)  ^ 
1 .2.3.  .  .  m  1 . 2 . 3 .  .  . ( /?i  -i-  I )     ' 

'      _  n.  .  .(n  -^  m  — •  i  )        m'  +  i   (n  —  i) .  .  .{n  -h  m  —  2) 
1 .2.6 ...  m  I  1 .2.6. . .  m 

ni'  +1   (n  —  m' )  .  .  .  { n  -^  m  —  m'  —  i ) 

I  1 .2.0  ...  m 

(n  —  m'  —  I  ■)...(/?+  /?^  —  m'  —  2) 

~ ^ , 

i .2.0 ...  m 


(/2) 


il  est  clair  qu'elles  entraîneront  les  deux  propositions  que  je  vais  énoncer  : 

Théorèmk  I.  —  Si,  après  avoir  Jornié  la  suite  des  nombres  figurés  de 
l'ordre  m,  on  ajoute  les  uns  aux  autres  les  n  premiers  termes  de  cette  suite, 
on  obtiendra  pour  somme  le  «"^""c  nombre  figuré  de  l'ordre  m  -{-  1. 

Théorème  11.  —  Si  l'on  désigne  par  m,  m'  deux  nombres  entiers  assujettis  à 

la  condition 

m' ^  m, 

et  que  dans  le  développement  de  (t  —  j:)'"'+'  on  remplace  les  puissances  suc- 
cessives de  X  par  m' -r- 2  termes  consécutifs  pris  dans  la  suite  des  nombres 
figurés  de  l'ordre  m,  on  obtiendra  un  résultat  égal  à  zéro. 

Corollaire  I.  —  Si  l'on  suppose  que  les  différents  termes  de  la  suite 

(l3)  «0»       «1»       n^,        •••,       (^n,        ••• 

représentent  successivement  les  nombres  naturels,  les  nombres  triangulaires 
et  les  nombres  pyramidaux,  on  trouvera  dans  le  premier  cas 

(i4)  a„— 2«„.i-f-a„_2— 0, 

dans  le  second 

(i5)  «„  — 3rt„_,-i- 3a„_5— a„  .3  =  0, 

et  dans  le  troisième 

(iG)  a„~  4<T'«  -1  -T-  6a„_î—  4««-3-l-  ««-;  —  o. 
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La  première  des  équations  qui  précèdent  se  confond  avec  la  formule  (3)  du 
Chapitre  XII  (§1). 

Corollaire  II.  —  Si  l'on  désigne  généralement  par 

(i3)  «0»     «1,     a-2,     ■•■,     an,      ■•• 

les  nombres  figurés  de  l'ordre  m, 

(17)  «0,     a,x,     a.x^,      ...,     a,iX",      ... 

sera  une  série  récurrente  dont  l'échelle  de  relation  aura  pour  termes  les 
quantités 

,   o ,  m  H-  I  ( m  -h  I ) m  {m  -h  i)  m{m  —  i ) 

(I»)  I,       ,       H , ,       +..., 

1  1.2  1.2.3 

c'est-à-dire  les  coefficients  des  puissances  successives  de  x  dans  le  dévelop- 
pement de  (i  —  j?)"'-^'.  Ainsi,  par  exemple,  la  série 

I,     3a},    6jc-,     ]ox^,     . .  . , 

dans   laquelle  les  puissances  successives  de   x   ont  pour  coefficients  les 

nombres  triangulaires,  est  récurrente,  et  son  échelle  de  relation  se  com- 
pose des  quantités 

I,     —  3,     +3,  —  I. 

Parmi  les  propriétés  principales  des  nombres  figurés,  on  doit  remarquer 
encore  celles  que  présentent  les  équations  (7)  et  (9),  lorsqu'on  leur  donne 
les  formes  suivantes  : 

;  n(n  -+■  i).  .  .{n  -Jr-  m  -h  m') 
1 . 2  . 3 .  .  .  (  /w  H-  m'  +  j  ) 

—  ^(^  ~^  i).  .  .{n  -h  m  —  i)   1 .  2 . 3  ...  m' 
I  .2/6.  .  .  m  1.2.3...  r?i' 

'9^          ^1                  {n  —  i)n...(n-h  m~2)  2.3.4. ..  (/??/^  1) 
i  .2.6.  .  .  m                     i  .2.3.  .  .m' 
-f- 


1 .  2  . 3 .  .  .  /?2  n{  n  -\-  i).  .  .(/i  -h  m'  —  i  ) 
I .2.3. . . m  I .2.3. . . m' 


^/^0 


(20) 
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I  n{n  -h  i) .  .  .{n  -h  m  —  m'  —  2  ) 
i  .2. '6.  .  .{ni  —  ni'  —  I) 

_  /<  (  /i  -h  I ) .  .  .  ( «  +  «i  —  I )        m' -\-  i   {n  —  i)n.  .  .{n  -{-  m  —  2 ) 
1 . 2 . 3 .  .  .  /?i                         I                     1 .2  .'6  ...  m 
+ 

(  m'  -4-  I  ) .  .  .  (  »i'  —  /i  -+-  4  )  2 . 3 . 4 .  .  .  (  w— I-  1  ) 

l  .2.3  .  .  .{/l  —  2  )  1.2.3.../// 

(m'  -\-  \) .  .  .{ni'  —  //  +  3  )  1  . 2 . 3 ...  /M 


1  . 2 . 3 . . .  (  //  —  I  ) 


I  .  2  . 3 . . .  //i 


Ajoutons  que,  dans  la  suite  des  nombres  figurés  de  l'ordre  n,  le  (n  -+- 1)'«""^ 
terme  équivaut  à  la  somme  des  carrés  des  coefficients  que  renferme  la 
,^ième  puissance  d'un  binôme.  En  effet,  si  dans  la  formule  (2)  (Chap.  IV, 
§  III)  on  suppose  à  la  fois  xm^n,  y  .-n,  on  trouvera 


2  //  (  2  //  —  I  ) .  .  .  (  /t  +  I  ) 


(21) 


1 . 2 . 3 .  . .  (  //  —  i)  n 


{  --(Ty-f'^^]'--[^H^T-^(T) 


NOIE  VII. 


Ul 


NOTE  VII. 


DES     SERIES     DOUBLES. 


Soient 


(0 


Uq,      «1,      1(2, 


«„,      a, 


«1,      «, 


des  quantités  quelconques  rangées  sur  des  lignes  horizontales  et  verticales, 
de  telle  manière  que  chaque  série  horizontale  ou  verticale  renferme  une 
infinité  de  termes.  Le  système  de  toutes  ces  quantités  sera  ce  qu'on  peut 
appeler  une  série  double;  et  ces  quantités  elles-mêmes  seront  les  différents 
termes  de  la  série,  qui  aura  pour  terme  général 


,{m) 
'■Il     > 


m,  n  désignant  deux  nomhres  entiers  quelconques.  Cela  posé,  concevons 
que  l'on  représente  par 


«0, 

«1, 

«2, 

•  •,    ?//i-l, 

«0» 

«;, 

a;, 

-,       U]i--x, 

«0' 

u'[, 

u'I, 

■  -,     <-i, 

"0 

-1) 

> 

«'/"' 

-1) 
> 

«r" 

-1) 

5 

,,{'11-1  ) 
• • '     "«-1 

la  somme  des  termes  de  la  série  (i)  qui  se  trouvent  compris  dans  le  Tableau 
suivant 


(2) 


c'est-à-dire  des  termes  qui  portent  à  la  fois  un  indice  inférieur  plus  petit 
que  n  et  un  indice  supérieur  plus  petit  que  m.  Si  la  somme  des  termes  res- 
tants, pris  en  tel  ordre  et  en  tel  nombre  que  l'on  voudra,  devient  infiniment 
petite  pour  des  valeurs  infiniment  grandes  de  ni  et  de  n,  il  est  clair  que  la 
somme  s\'"\  et  toutes  celles  qu'on  pourra  en  déduire  en  ajoutant  à  ^If"  quel- 
ques-uns des  termes  exclus  du  Tableau  (-2),  convergeront,  pour  des  valeurs 
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croissantes  de  ni  et  de  n,  vers  une  limite  fixe  s.  Dans  ce  cas,  on  dira  que  là 
série  (i)  est  convergente,  et  qu'elle  a  pour  somme  la  limite  s.  Dans  le  cas 
contraire,  la  série  (i)  sera  divergente,  et  n'aura  plus  de  somme. 

Lorsque  les  termes  exclus  du  Tableau  (2),  étant  ajoutés  les  uns  aux  autres 
en  nombre  arbitraire,  ne  donnent  jamais,  pour  des  valeurs  infiniment  grandes 
de  m  et  de  n,  que  des  sommes  infiniment  petites,  on  peut  en  dire  autant  a 
fortiori  de  ceux  d'entre  les  mômes  termes  qui  appartiennent  à  une  ou  à  plu- 
sieurs colonnes  horizontales  ou  verticales  du  Tableau  (i).  11  suit  immédiate- 
ment de  cette  remarque  que,  si  la  série  double  comprise  dans  le  Tableau  (1) 
est  convergente,  chacune  des  séries  simples  comprises  dans  les  colonnes 
horizontales  ou  verticales  du  même  Tableau  le  sera  pareillement.  Dési- 
gnons, dans  cette  hypothèse,  par 

le  résultat  qu'on  obtient  en  ajoutant  les  sommes  des  ni  premières  séries 
horizontales  du  Tableau  (i),  c'est-^à-dire  les  m  premiers  termes  de  la  série 
simple 

(3)  «0+ «1+ «,  +  •  •  •»     «/o  + //'i-t- «2  +  . . .,     ul-\-  u[+  ul-\-. .  .^ 
»       •••••' >       *  .  .  .  i  , 

et  par 

le  résultat  qu'on  obtient  en  ajoutant  les  sommes  des  n  premières  séries  ver- 
ticales, c'est-à-dire  les  n  premiers  termes  de  la  série  simple 

(4)  «0+ «0+ «o  +  - •  •'     «i-h  «'1+ «î-h. . .»     Ui-\-  u^-\-  iC-\-. . ., 


f.{m)  sera  évidemment  la  limite  de  l'expression  //J'-^  pour  des  valeurs  crois- 
santes de  n,  et  s„  la  limite  de  la  môme  expression  pour  des  valeurs  croissantes 
(le  m.  Par  suite,  il  suffira  de  faire  croître  indéfiniment  m  dans  s^"^'>  et  n  dans 
A„  pour  faire  converger  5^'"'  et  s,i  vers  la  limite  s,  On  peut  donc  énoncer  la 
proposition  suivante  : 

TiiÉouÈME  L  —  Supposons  que  la  série  double  contptisc  dans  le  Tableau  (1) 
soit  convergente  :  et  désignons  par  s  la  somme  de  celte  série.  Les  séries  (3) 
et  (4)  seront  également  convergentes,  et  chacune  d'elles  aura  encore  pour 
somme  la  quantité  s. 

Concevons  maintenant  que  les  valeurs  numériques  des  quantités  comprises 


NOTE  VIL  W3 

dans  le  Tableau  (i)  soient  respectivement  désignées  par 

IPo?       Pi»       Pî'        •  •  •> 
Po'      Pi'      P2'       • •  •  ' 

'     Po'        P'i'         P2' 


Les  termes  du  Tableau  (i)  qui  se  trouvent  exclus  du  Tableau  (2),  étant 
ajoutés  les  uns  aux  autres  en  tel  nombre  que  l'on  voudra,  fourniront  évi- 
demment une  somme  inférieure  ou  tout  au  plus  égale  (abstraction  faite  du 
signe)  à  la  somme  des  termes  correspondants  du  Tableau  (5).  Donc,  si,  pour 
des  valeurs  infiniment  grandes  des  nombres  m  et  n,  cette  dernière  somme 
devient  infiniment  petite,  il  en  sera  de  même  a  fortiori  Aa  la  première;  ce 
qu'on  peut  encore  exprimer  en  disant  que,  si  la  série  double  comprise  dans 
le  Tableau  (5)  est  convergente,  la  série  (i)  le  sera  pareillement.  J'ajoute 
qu'on  sera  complètement  assuré  de  la  convergence  de  la  série  double  com- 
prise dans  le  Tableau  (5),  toutes  les  fois  que,  les  séries  borizonlales  de  ce 
Tableau  étant  convergentes,  leurs  sommes,  savoir 

(6)  po4-piH-p2+.   ..,         p'„  +  p'i  +  p2  +  ..   .,         p'o  +  p;+p2+.   .   ., 


formeront  elles-mêmes  une  série  simple  convergente.  En  effet,  soit,  dans 
cette  hypothèse,  £  un  nombre  aussi  petit  que  l'on  voudra.  On  pourra  choisir 
m  assez  considérable  pour  que  l'addition  des  sommes 


Po     ^  Pi     ^  ?i     -+-...,      Po 


et,  par  suite,  celle  des  termes  du  Tableau  (5)  affectés  d'un  indice  supérieur 
au  moins  égal  à  m,  ne  produise  jamais  un  résultat  plus  grand  que  {t.  De 
plus,  le  nombre  m  étant  déterminé  comme  on  vient  de  le  dire,  on  pourra 
encore,  puisque  chacune  des  séries  horizontales  du  Tableau  (5)  est  conver- 
gente, choisir  n  assez  considérable  pour  que  chacune  des  sommes 

Pn  +P«+1       +  P«+2       +••., 

P«  -1-  ?'n  +  \       +  P'n+i      +  •  •  •  »        • 


soit  égale  ou  inférieure  à 1:  auquel  cas  l'addition  des  termes  qui,  dans  le 
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Tableau  (5),  portent  un  indice  supérieur  plus  petit  que  m  et  un  indice  infé- 
rieur au  moins  égal  à  n,  ne  produira  jamais  un  résultai  plus  grand  que  \z. 
Les  deux  conditions  précédentes  étant  remplies,  il  est  clair  que,  dans  la 
série  (5),  les  termes  affectés  d'un  indice  supérieur  au  moins  égal  à  vi  et 
d'un  indice  inférieur  au  moins  égal  à  n  ne  pourront  donner  par  leur  addi- 
tion mutuelle  qu'une  somme  tout  au  plus  égale  à  e.  Donc  celte  somme 
deviendra  infiniment  petite,  si  l'on  attribue  aux  nombres  m  et  n  des  valeurs 
infiniment  grandes,  puisque  alors  il  sera  permis  de  faire  décroître  s  au  delà 
de  toute  limite  assignable.  J)onc  l'hypolbèse  admise  entraîne  la  convergence 
de  la  série  (5),  et  par  suite  celle  de  la  série  (i).  En  combinant  ce  principe 
avec  le  premier  théorème,  on  en  déduit  une  nouvelle  proposition  que  je  vais 
énoncer. 

Théorème  IL  —  Supposons  que,  toutes  les  séries  horizontales  du  Tableau  (i) 
étant  convergentes,  leurs  sommes,  savoir 

(3)  «o-h  «1+  Mj-f-.  .  .,      «0 -h  «j  +  //',-+-..  .,      «u  4- «'I  +  «2  +  .  .  ., 


forment  encore  une  série  convergente,  et  que  cette  double  propriété  des  séries 
horizontales  subsiste  dans  le  cas  même  oii  l'on  remplace  chaque  terme  du 
Tableau  (i)  par  sa  valeur  numérique.  Oh  pourra  dès  lors  affirmer  :  i°  que 
toutes  les  séries  verticales  sont  convergentes;  i°  que  leurs  sommes,  savoir 

(4)  ao+ «0+ «0  +  .  .  M     Wi-H  «1  +  «î +  - . .,     u^-h  u'.^-{-  ul-\-. .  .f 


forment  encore  une  série  convergente;  3"  enfin  que  la  somme  de  la  série  (4) 
est  précisément  égale  à  celle  de  la  série  (3). 

Corollaire  1.  —  Le  théorème  précédent  subsiste  lors  même  qu'on  suppose 
(|uelques-unes  des  séries  horizontales  ou  verticales  composées  d'un  nombre 
Jini  de  termes.  En  effet,  chaque  série  de  celte  espèce  peut  être  considérée 
comme  une  série  convergente  indéfiniment  prolongée,  mais  dans  laquelle 
tous  les  termes  dont  le  rang  surpasse  un  nombre  donné  s'évanouissent. 

Corollaire  IL  —  Soient 

(     «0»       «1»       «2>       «3,        • .  •> 

(7)  j 

(     t'o»  <'l»         «'2»  <'3»  ••   • 

deux  séries  convergentes  qui  aient  respectivement  pour  sommes  les  deux 
(juanlilés  *,  s\  et  donl  chacune  reste  convergente  lors  même  qu'on  réduit 


NOTE  VIL  Uo 

ses  différents  termes  à  leurs  valeurs  numériques.  Si  Ton  forme  le  Tableau 


(8) 


"0^0>         "l''0>         "2<'0»         "3<'0> 
Wo('l,         '<l<'l,         "2^1. 


on  reconnaîtra  sans  peine  que  les  séries  horizontales  de  ce  Tableau  jouissent 
des  propriétés  énoncées  dans  le  théorème  II,  et  que  leurs  sommes  sont  res- 
pectivement 


(9) 


('o-Ç,     <'i^,     ^2  S,     rg.î, 


Par  suite,  en  vertu  du  théorème  II  et  de  son  premier  corollaire,  les  sommes 
des  séries  verticales,  savoir 


(lO) 


j         «o«'«  -+-  «1  ^«-1  -+-•••+  ««-1  <'i  -+-  U„  ('o. 


formeront  une  nouvelle  série  convergente;  et  la  somme  de  cette  nouvelle 
série  sera  égale  à  celle  de  la  série  (g),  c'est-à-dire  évidemment  au  produit  «'. 
On  se  trouve  ainsi  ramené  par  la  considération  des  séries  doubles  au  tbéo- 
rème  VI  du  Chapitre  VI  (§  III). 

Corollaire  IH.  —  Si  l'on  appelle  oc  le  sinus  d'un  arc  compris  entre  les 
limites  —  -■>  -\ — >  et  ^  sa  tangente,  on  trouvera 

2  2 

^  _i 

-■=1  œ{i  —  X-)   - . 


\J  i  —  j. 

Cela  posé,  puisque,  en  vertu  de  la  formule  (Sg)  (Chap.  IX,  §  II),  on  a,  pour 
des  valeurs  numériques  de  z  inférieures  à  l'unité, 


arctang^ 


5        7 


on  en  conclura,  pour  des  valeurs  numériques  de  a:  inférieures  à  — :> 


arc  sin^  =:=  arctangjp(i  —  j;^)  ^ 

O  •*  ^ 


arcsinj; 
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ou,  ce  qui  revient  au  même, 

^  x^  3.5  .r^       3.5.7  x' 

H 5-  -^ 7  —  -^ J-k  — 

2    à  2.4    'J           2.4.07 

x^  5  x^            5 . 7  x' 

3  2    5            2.4    7 


7 

X' 

2 

7 

x' 

7 

(]omme  les  séries  horizontales  comprises  dans  le  second  membre  de  l'équa- 
lion  précédente  remplissent  évidemment  les  conditions  énoncées  dans  le 
théorème  II,  tant  que  la  variable  x  conserve  une  valeur  jiumérique  inférieure 

à  —  j  il  en  résulte  que  cette  équation  peut  s'écrire  ainsi  qu'il  suit  : 

v/2 


arcsinj:  - 

="+(!-') 

x^       /5.3 

3 -^(..4 

5         \  x^^ 
-2+0-5- 

/7.5.3 
V^.4.6 

2.4       2 

-)f- 

/                  r 
x  =  -  —, 

\                     V2 

I  ^ 

v/2. 

)■ 

De  plus,  si  dans  la  formule  (5)  du  Chapitre  IV  (§  III)  on  attribue  à  j  la  va- 
leur négative  —  2,  et  à  ^  l'une  des  valeurs  positives  3,  5,  7,  .  . .,  on  en  tirera 
successivement 


(") 


3         _  I 
2              2 

3.5       5              1.3 

2.4           2                      2.4 

7.5.3 

2.4.6 

7.5       7              1.3.5 
2.4       2              2.4.6 

et  par  suite  on  trouvera  définitivement 

I  x^        i  .3  x'^  1 . 3 . 5  j"' 

arc  i\nx  z-  x  -] h r  -^  h j—x  — 

20         2.4^  2.4.67 

(.2) 

'x^-—,      X  . 

y/2  \/2 


NOTE  VII, 


Il  est  facile  de  prouver,  à  l'aide  du  Calcul  infinitésimal,  que  cette  dernière 
équation  subsiste  non  seulement,  entre  les  limites  x -- 
mais  aussi  entre  les  limites  ^  =  —  1,  ^  —  +  i. 


I  I 

-—■,    X  — -1 — -■ 

SJi  y/a 


Corollaire  IV.  —  En  vertu  de  la  formule  (20)  (Cliap.  VI,  §  IV),  on  a,  pour 
toutes  les  valeurs  de  x  renfermées  entre  les  limites  —  i  et  +  i, 

(i  -h  x)^—  [  X'  X^  /  l      \ 

ou,  ce  qui  revient  au  môme, 

(  1  H-  .r  )  !^  —  I   X 


f^ 


x^  X- 

2  '       2 


y-^  '+2 


X' 
J 


I 
I  .2 


I  \    X* 


n^-^ô 


x" 

T 

I 
773 


I 
1 . 2 


I     \  x 


-7-+ F 


1.2.3 


Comme  les  séries  horizontales  que  comprend  le  second  membre  de  l'équa- 
tion précédente  remplissent  les  conditions  énoncées  dans  le  théorème  II, 
tant  que  la  variable  x  conserve  une  valeur  numérique  inférieure  à  l'unité,  il 
en  résulte  que  cette  équation  peut  s'écrire  ainsi  qu'il  suit  : 


(i  +  xy^ —  I  _  X 

IX  "^    I 


(i3) 


x^ 
2 

2 


X" 

3 


X* 

T 


I  \  x-^ 


I   \    X 

3 


I     x"" 
1.2    3 


I 

1 . 2 


1.3 


2.3 


[x  zzz —  I,      ^  =r  +  i). 

Mais  on  a  déjà  trouvé  (Chap.  VI,  §  IV,  problème  I,  corollaire  II) 


(i4) 


(iH-  x)V-—  I 


=  l{i^a;)  +  ^[l{i-\-x)Y 


l  étant  la  caractéristique  des  logarithmes  népériens.  Les  formules  (i3)  et 
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(l'i)  devant  s'accorder  entre  elles  {voir  le  théorème  VI  du  Chapitre  VI,  §IV), 
on  en  conclura,  pour  toutes  les  valeurs  de  x  renfermées  entre  les  limites  —  i 

et  -1-1, 


(i5) 


/                                             x^ 

2 

J?-*           X* 

i[/(,+.)r=^-( 

j\    X^           (             X 

1+  -  Nir  +      H h 

i\  x'* 

1 

Il         )         1          1 

\  .r« 

'i.         6                     II  — 

~^)1^-^■'• 

f                                                          1         T'^ 

^3  [/(,  +  ,.)]'=,  ^-3 

\I  .2        '1.3           2.3/ 

x'* 

Dans  ce  qui  précède,  nous  n'avons  considéré  d'autres  séries  douhles,  con- 
vergentes ou  divergentes,  que  celles  dont  les  différents  termes  sont  des 
quantités  réelles.  Mais  ce  qui  a  été  dit  à  l'égard  de  ces  séries  peut  également 
s'appliquer  au  cas  où  leurs  termes  deviennent  imaginaires,  pourvu  qu'alors 
on  écrive  partout  expression  imaginaire  au  lieu  de  quantité,  et  module  au 
lieu  de  valeur  numérique.  Ces  modifications  étant  admises,  les  théorèmes  I 
et  II  subsisteront  encore.  C'est  ce  que  l'on  démontrera  sans  peine,  en  s'ap- 
puyant  sur  le  principe  suivant  : 

Le  module  de  la  somme  de  plusieurs  expressions  imaginaires  est  toujours 
inférieur  à  la  somme  de  leurs  modules. 

Pour  établir  ce  même  principe,  il  suffît  d'observer  que,  si  l'on  fait 

p(cosÔ-H  v'^sinô)  4-p'(cos6'-t- y/—  ^  sinô')  -i-. . . 
=  U(cosT  -i- v^—  I  sinT), 

p,  p',  , . .,  R  désignant  des  quantités  positives,  on  en  conclura 

R2— (pcosO-4-p'cosQ'  +  ..  .y-+  (psinî5-f-p'sinÔ'4-..  .)' 
=  p2-hp'2  +  ...+  2pp'cos(î5  — 6')+... 

<p-+p'2-f...-i-2pp'-}-..  .=:(p-hp'    +.  ..)'. 


et,  par  suite, 


R<P 
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NOTE  VIII. 


SUR  LES  FORMULES  QUI  SERVENT  A  CONVERTIR  LES  SINUS  OU  COSINUS  DES  MULTIPLES  D  UN  ARC 
EN  POLYNOMES  DONT  LES  DIFFÉRENTS  TERMES  ONT  POUR  FACTEURS  LES  PUISSANCES  ASCENDANTES 
DU   SINUS   OU   COSINUS   DE   CE   MÊME   ARC. 


Les  formules  dont  il  est  ici  question  sont  celles  que  nous  avons  construites 
en  résolvant  les  deux  premiers  problèmes  énoncés  dans  le  paragraphe  V  du 
Chapitre  VII,  et  qui  s'y  trouvent  affectées  des  numéros  (3),  (4),  (5),  (6), 
(9),  (10),  (11)  et  (12).  Elles  donnent  lieu  aux  remarques  suivantes. 

D'abord,  si,  dans  le  calcul  à  l'aide  duquel  on  établit  les  formules  (3),  (4), 
(5)  et  (6),  on  substitue  aux  équations  (12)  du  Chapitre  VII  (§11)  les  équa- 
tions (24)  du  Chapitre  IX  (§  II),  on  reconnaîtra  immédiatement  que  les 
mêmes  formules  subsistent  dans  le  cas  où  l'on  remplace  le  nombre  entier  m 
par  une  quantité  quelconque  /ut,  tant  que  l'on  suppose  la  valeur  numérique 

de  z  inférieure  à  -y-  Ainsi  on  aura,  dans  cette  hypothèse, 

4 

ix.u.    .    „           (u.  +  2)a,u(u.  —  2)     .    , 
cosuc  =  I  —  *— ^  siii^^  H-  -^ ^  !;    ■- ?>u\*z 

'  1.2  1.2.3.4 

(0    <' 

(f^-4-4)(p  +  2)fX.^(|J.—  2)(f/—  4) 


(u.4- 2)  u.(fjL  — 2)     . 
sm/jL:;  —  cos^  |  |j.  sm^ ^^ sitr^ 


(2) 


1 .2. 3. 4-5-6 
z    li.  sin^ 

i  _^  (^-i-4)(/-^  +  2)/^( [a-2)(^- A)  sin ' G  - . . .1 

(  1.2.3.4.5  -      ...J 


et 


(3; 


{^) 


I  r      (|UL  +  i)(|UL  — 0  .  , 

l  cos,a:;  =-  coss    i—  ^^ -— sin-^ 

i  ^  (fa-h3)(/^  +  i)(fz-i)(fz-3)  ^.^^^^  _       -j 

\  1.2.3.4  -      • • • J ' 

(f/  +  i)  ix{ii  —  \)    . 

sinu.^  =  u  sm^  —  ^^ -^-^ sm^^ 

'  '  1.2.3 

(^  +  3)(f^  +  i)/x(^-i)(/^-3) 

i .2.3.4.0 
OEiivres  de  C.  —  S.  Il,  t.  III.  67 
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De  plus,  en  verlu  des  principes  établis  dans  le  Chapili-e  IX  (§  II)  et  dans  la 
Note  précédente,  on  pourra  développer,  non  seulement  cos^xz  et  sin,a::,  mais 
aussi  les  seconds  membres  des  formules  (i),  (2),  (3),  (4),  suivant  les  puis- 
sances ascendantes  de  /ul;  et,  comme  les  coefficients  de  ces  puissances  devront 
alors  être  les  mêmes  dans  le  premier  et  le  second  membre  de  cbaque  formule, 
on  obtiendra,  en  comparant  deux  à  deux  les  coefficients  dont  il  s'agit,  une 
suite  d'équations  parmi  lesquelles  on  distinguera  celles  que  je  vais  écrire  : 

,^,  I    „      sin^c        9.  sin'*^        2.4  si n®- 

2  234  3.D       6 

1  si n^^        1 .3  sin^  j 

(6)  z=^sinz    H 5 \ y—, h 

2  3  2.4      '7 

■JT 

Nous  supposerons  toujours  ici  la  variable  z  comprise  enire  les  limites  —  -Ç , 

4 

71 

-4-  --•  Mais  on  démontre  facilement  à  l'aide  du  Calcul  infinitésimal  que,  sans 
4 

altérer  les  équations  (i),  (2),  (3),  (4),  (5),  (6),  ...,  on  peut  y  faire  croître 

la  valeur  numérique  de  z  jusqu  a   —  Ajoutons  que,  en  prenant  sin:;  =3  .r,  on 

fait  coïncider  l'équation  (6)  avec  la  formule  (12)  de  la  Note  VII,  et  l'équa- 
liou  (5)  avec  la  suivante  : 

2  j?'*       2.4  .^■*'       2.4.6  .r* 

(arc  sinx)-=  x^  +  o ^  .r^  -^  -*-  r,-— r-  4- .  .  .  . 

02  0.0    3         3.D.74 

Cette  dernière  se  trouve  dans  les  Mélanges  d' Analyse,  publiés  en  181 5  par 
M.  de  Stainville,  répétiteur  à  l'École  royale  Polytechnique. 

Concevons  à  présent  que,  dans  les  formules  déjà  citées  du  Chapitre  Vil 
(§  V),  on  attribue  à  la  variable  z  une  valeur  imaginaire.  On  conclura  sans 
peine  des  principes  développés  dans  le  Chapitre  IX  (§  III),  qu'elles  ne  ces- 
seront pas  d'être  exactes.  Supposons,  par  exemple, 

z  ^  y/—  1  Ix, 

l  étant  la  caractéristique  des  logarithmes  népériens.  Comme  on  aura,  dans 
celte  hypothèse, 

coss=r -(e'^4-e-'^)  -^\(.r -\-   ^-A. 

•i  2  \  .t  / 

sin  z  -=i  ^— -i  ( e"^ -  e-'^)  =:  ^-~-~  ix-~\ 
1  2       \  X  ) 
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cl  généralement  {n  désignant  un  nombre  entier  quelconque) 


CGS/?;  rr:  -  (  ^"H ],  sin«::::=^ la;' 

2        V  ^' 


on  tirera  des  équations  (3),  (4),  (5),  (6)  (Chapitre  VII,  §  V)  :  i"  pour  des 
valeurs  |)aires  de  7?^, 


I  \  -       (  /?i  H-  2  )  m .  m  {m  —  i)  f  i  \  * 

(-)      <  ...../  4  \ 

i  {m  -\~  [\)  {m  -t-  i)  m  .în{m  —  2  )  (  «?  —  4  )  /  ' 


/  I  V        m .  m  [ 

\  ^'"  I.  2.4      \ 

2  .  4  .  6  .  8  .  I G  .  I  2  \  X  j  ■  ■  ■  J  ' 


X'"-  JL  ^  /^+  lU!^  (a-^l\ .-  (z^±_^W;!L:z^  ,  ^._ 


X'"-        \  X     \   -x  \  x)    '  2.4.6  V  X 

(8)  V  /  L       \  /  \ 


0[t 

((  /?*  -^-  4  )  ( '"  -h  2 )  /?i ( /?i  ■ —  2)  {m  —  4 )  /  I  \ ■'         "I 


2"  pour  des  valeurs  impaires  de  m, 


(9)     '  ^  /   L  4  \ 


]  ,    (;»  +  3)(m  +  i)(m-i)(m-3)  f^        iV    .        1 

1  '^  "     ■  2 747678"  l,-^  ~  7;  "^ •  •  ■  J' 

(10)  < 

I  (m -f- 3)  (/n  +  i)  m(/?z  —  i)  (/«  —  3)  /  iV  "] 

(  ^  2 .47678770"  V^  ~  7;  "^  •  •  •  J  ' 

Les  formules  (9),  (lo),  (11),  (12)  du  paragraphe  V  (Chap.  VII)  fourniraient 
des  résultats  analogues. 

Revenons  maintenant  à  la  formule  (3)  du  même  paragraphe.  En  vertu  de 
cette  formule,  cosmc  est,  pour  des  valeurs  paires  de  m,  une  fonction  entière 
de  sins,  du  degré  m;  et,  comme  cette  fonction  doit  s'évanouir,  ainsi  que 
cosms,  pour  toutes  les  valeurs  de  z  comprises  dans  la  suite 

_  ( "'  --  t)ri  ^  ^  r.  TT  3-71  ( ///  —  I ) 71 

2  /H  '2  111  inx  2 m  2  m  2 m 
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il  est  clair  ([u'elle  sera  divisible  par  chacun  des  facteurs  binômes 

.     (m  —  \)t.  .  .      3  TT  .  .71 

sin  V -4- sin -^^ )      ...,     sin^-i-sin ?      sin^  +  sin  —  •> 

2  m  2  m  2  ni 

.     (m  —  I  )  71  .  .     3  t:  .  .71 

sui;  — sin^ —)      ....     sin^  —  siii )      siii;:  — sin — » 

2  ni  2  ni  1  m 

et,  par  conséquent,  égale  au  produit  de  tous  ces  facteurs  binômes  par  le 
coefficient  numérique  de  sin'"::,  savoir 

'^  (m  ^  ni  — -i).  .  .{m -\- '2)ni.ni{ni —  -î).  .  .{m  —  ni-^  i)        ^         'j    ,„    , 

(—  l)  '    ^ ^ 'o-^—, ^ , =  (— 0     2'"-'. 

^  \  .2.6  .  .  .{m  —  \)  .ni 

On  aura  donc,  pour  des  valeurs  paires  de  m. 


Par  des  raisonnements  semblables,  on  tirera  des  formules  (4),  (o)  et  (6) 
(Chap.  VII,  §  V)  :  i"  pour  des  valeurs  paires  de  m, 

/    •     ,   27:  .     „     \    /    .     ,   /iTT  .     ,     \  /    .     ,  (m  —  2)71  .     .,     \ 

(i2)     sinm-  =  2'""'  sine  cos^    sin- sin^^       sin- ^wvz    ...    sin- sur- 

^      '  \         2/n  J  \         2/11  J        \  2  ni  / 

2°  pour  des  valeurs  impaires  de  ni, 

(  t:  .       \  /  .    ,  37:  .    „   \         /  .      (m  —  2)r. 

(i3)    cos/«-  =  2"'-*  cosc    sin^ sin"-3       sin- sm-^    •  •  •    sin- sin-^ 

^      '  \         2/n  J  \         2/n  J         \  2 ni 

et 

,   ,.       ■  ,    •       /  •    ^  271  .    ,    \  f  .    ,  ^Tz         .    ,   \         /..,('«  —  Ot: 

(i/j)     sinm-  =  2"'-'  sin:;    sm^ sin-:;       sin- sui'z    ...    sin- sm-- 

^     ;  \         2  m  /  \         2/rt  J         \  2  m 

Si  dans  les  quatre  équations  qui  précèdent  on  réduit  la  partie  constante  de 
chaque  facteur  binôme  à  l'unité,  en  écrivant,  par  exemple, 

sin^2             ,.        ,         .   o   Tï 
I au  lieu  de     sm- sin-^, 

.     „     71  2/W 

sin- 

2  m 

les  facteurs  numériques  des  seconds  membres  deviendront  évidemment 
égaux  à  ceux  des  termes  qui,  dans  les  formules  (3),  (4),  (5),  (6)  du  Cha- 
pitre VII  (§  V),  sont  indépendants  de  sins  ou  renferment  sa  première  puis- 
sance, c'est-à-dire  à  l'unité  ou  au  nombre  m.  En  consé(|uence,  on  trouvera  : 
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1°  pour  des  valeurs  paires  de  m, 

,  „,  /  siii-5   \    /  sin^^   \         /  sin^5        \ 

(l.))      COS/«G  =:  /    I  —    - 


„     TZ       \\  .,371)  I  .     ,  (m  —  1)71    ) 

2/>i  /    \  im  J         \  ini      J 

.                /           sin'—   \    /           sin-^   \        /                 sin^^         \  , 
(lo)    <,\nmz  —in  sin::cos^/  i \  /  i t —  \  *  "  '  /  i ; ^  \  ? 


%\\V ,/  \  sin^ —  /       \  sm- 

ini  /     \  1  m 


2"  pour  des  valeurs  impaires  de  m, 

/           sin'^^    \    /           siii-:;    \         /  sin^s 

(17)      ces  mz=:.      cos  Z  I  l \  /  I ^— 


I             .    ,  (  /n  —  2  )  71 
sin''-- —  /  \  sin' —  /       \  sm^ 

2111  /    \  lin  J         \  1  ni       , 


,  „          .                     '.        /           sin-^    \    /  sin-s   \         /  siii 

(10)      sin  /?i^  =  /«  sin  :;  /  i  — i  /  '  — 


2  ^ 


(■9) 


(20) 


.,  271    I  1  .   ,  4tc    )        1  .,(/«  —  i)Tr 

\  sin' /  \  sin^^^—  /       \  sin^  ^^ —  j 

\  2  m  /    \  2/?i  /         \  2  m       J 

De  plus,  si  l'on  observe  qu'on  a  généralement 

.   „ ,         .    ,  cos  2  a  —  cos  2  b 

sm^o  —  sin*«  = ) 

2 

on  reconnaîtra  sans  peine  ([ue  les  é(|uations  (u),  (12),  (i3)  et  (i4)  peuvent 
être  remplacées  par  celles  qui  suivent 

Tr\  /  3rr\   /  (/«  —  i):: 

cosw.:;  =  2^   I  cos  2:;  —  cos  —   cos  2^  —  cos  —  •  •  •  cos  2-;  —  cos  ^ 

m  j  \  m  )        \  ni 

27r\/  47r'\        /  (//'  —  2)71 

'&n\mz  =r  2-'       swi2^  1  cos 2 a  —  cos  —       C0S2C  —  cos  —  1  •  •  •  I  C0S2C  —  cos 

ni  J  \  ni 

-^  [  r.\f  37r\        I 

cos/«ji=:2    -    cos:;    cos 2 5  —  cos —        cos 2^  — cos —  )  •  ■  •  (  C0S2- —  cos 

V  ''^  /  V  '"  / 

2  7r\   /  /47r  ' 


{m 

— 

2)71 

/n 

(  m 

— 

07T^ 

sinmz=:2        sin:;|cos2;;  —  cos —       cos  2.- — cos —    •••cos  2  3  —  cos 

m  J  \  ni  I         \  ni        \ 

les  deux  premières  se  rapportant  au  cas  où  m  est  un  nondjre  pair,  et  les 
deux  dernières  au  cas  où  m  est  un  nombre  impair. 

Les  douze   équations   qui   précèdent  subsistent  également,  quelles  que 
soient  les  valeurs  réelles  ou  imaginaires  attribuées  à  la  variable  z.  On  peut 

donc  y  remplacer  cette  variable  par z,  par  sj—  \  Ix,  ....  Dans  le  pre- 
mier cas,  on   obtient   plusieurs   équations  nouvelles  correspondantes  aux 


(2.; 


(2..) 


iSi  COURS  D'ANALYSE. 

formules  (9),  (10),  (xi),  (12)  du  Chapitre  VII  (§  V).  Dans  le  second  cas, 
les  équations  (19)  cl  (20)  donnent  respeclivemenl,  pour  des  valeurs  paires 
tic  m, 

I            /     „                       TT             I  \  /     ,                      3  7r            I  \           /     ,                      (  /??  —  1  )  7ï 
■  V"  H =z[  X-—  1  COS \ r      ^^  —  2  COS \ -r     •  •  •     -^    —  2  COS ~ 

x"^        \  m        x'- J  \  m         x-J        \  ni 

I           /    „         I  \  /    1                  27:          T  \         /    „  [m  —  2 ) TT  I 

X'" ^=.  [  X- rAi  X'  —  2  COS i -A-  •  •  \  -X"  —  2  COS 


x'"-        \  X-J  \  ni         X- 1         \  ni-  X 

et,  i)our  dos  valeurs  ini[)aircs  de  m, 

,„             I              /               I  \  /     «                        7^               '   \  /     '.  (  /?*  —  2  )  Tî  T 

■r'"  H ;-  :zz\  X  -\ ]  \  ^"  — .2  COS  —     -+ „]••'[  J^-  —  2  COS 


I  /  '\/    ,  2Tr         i\        /    ,  («i  — 2)7:    ,      I 

-  ^'  —  -  ^•-  —  2  COS ! -]'  ■  ■  \  X-—  1  COS 


X'"         \  X  J  \  ni         x'J         \  m  X' 

ce  (|ui  s'accorde  avec  les  résultats  obtenus  dans  le  Chapitre  X  (§  II). 

Il  nous  reste  encore  à  indiquer  plusieurs  conséquences  assez  remarquables 
que  fournissent  les  équations  (ii)  et  (i5),  (12)  et  (16),  (i3)  et  (17),  (14) 
et  (18).  Lorsqu'on  développe  leurs  seconds  membres  suivant  les  puissances 
ascendantes  de  sin::;,  les  coefficients  numériques  de  ces  puissances  doivent 
être  évidemment  les  mêmes  que  dans  les  formules  (3),  (4),  (5)  et  (6)  du 
Chapitre  VII  (§  V).  De  celte  seule  observation  on  déduira  immédiatement 
plusieurs  équations  nouvelles  auxquelles  satisferont  les  sinus  des  arcs 


TT 

271 

3r 

471 

2//< 

2.  ni 

2  m 

2  ni 

On  trouvera,  par  exemple,  pour  des  valeurs  paires  de  m, 


,„    ,     .     ,     TT        .     ,  3  7r  .,(/?/  —  I  )  71 

I  r—  2'"-'  siip sin^ •  •  sin-  — 

2  m  2  ni  2  m 

(23) 

,.,27:     .,47:  .    ,  (  /«  —  2)7: 

ni  —  2'"-'  sin^ sin^ •  sin- ; 

2  ni  2  ni  1  m 


w .  m  I 


(24: 


J  .  2  .     »     71  ..,37: 

Sin- sin^ 

2  ///  2  ni 


{ni  ~\-  2)  {m  —  2 )  I  f 


2.0  .,27:  .    ,  4  7Î 

sur sur 

2  ni  2  ni  2  m 


I 

sin- 

{ni 

-i)^' 

I 

2  ni 

sin^ 

{ ni 

—  2)7: 
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et,  pour  des  valeurs  impaires  de  m, 


i55 


(25) 


I  rzz  2'"-'  Sin- Slll- •  •  Slll- 


2  ni  2  ni 


ini 

{m  —  1  )  t:  _ 


,      .     „  271      .     „    471 

m  =;  2'""'  Slll- siu- •  •  Slll 

2  ni  2  ni  2  ni 


('(/??.  -1-  1  )(  «i  — ■  I  )     _         i  1 


(26)  ■; 


.    ,    77  .    ,  37r 

SMi^ sin^ 

2  /}i  2  /n 


(m  -^  i)  {ni  —  I 

1.2.3 


I 


.     ^   271  .     ,    471 

suî-  —        sin^ 

2  /n  2  ni 


1 

.    ,  (  m  —  2)7: 

+  . . 

2/n 

I 

.    .  (  ni  —  I  )  TT 
sin- 

J'ajoute  que,  si  l'on  mulliplie  par  (  —  )    les  deux  membres  de  chacune  des 
équations  (2/4)  ou  (26),  on  en  conclura,  en  faisant  croître  m  indéfiniment, 


(27) 
(28) 


I         I  I 

H ! ^4-7- 

9       20       49 


I  I 


71^  Il 

=zl-i 1 H --1 :7 

6  49         16       20 


En  effet,  considérons,  pour  fixer  les  idées,  la  seconde  des  équations  (24).  En 


multipliant  ses  deux  membres  par  (  —  )  ?  on  trouvera 


(  29  )     -,,-1 : 

^    ^'     b  \         ni- 


271 

1    \  m 
7, 


I    \  m 


r(/»-2)7rr- 

L       2  ni       J 


71  4      .     ,  2  71         9      .     ,,  3  71 

sin-~-  Slll- —       ^  sin-  — 

/n  ni  m 


ni         \  -     .      (  /«  —  2  )  7: 

I       sin^  ^ — 

2  /  2  ni 


Soit  d'ailleurs  n  un  nombre  entier  inférieur  à  —  Désignons  à  l'ordinaire  par 

2 

la  notation  M(rt,  b)  une  moyenne  entre  les  quantités  a  et  b.  Enfin  observons 
fiue  le  rapport  -; est  toujours  (voir  la  paee  66)  compris  entre  les  limites  1, 


cosj; 

,    TT 

a  -> 
2 


5  et  (|ue  l'on  a  par  suite,  pour  des  valeurs  numériques  de  x  inférieures 


\x 


%\nx       sini 


i <;  _  <; 

n\x  cos|-a;       cos^-^-x" 


[       

TT 
COS^  7- 

4 
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Le. second  membre  de  l'équation  (29)  sera  évidemment  la  somme  des  deux 
polynômes 


\mj  I 


27rY  /  nr. 

m  /  1     \  771 


.    ,  7:        4     .    ,  271  n-  h-k' 

sur —  sin^ —  sin^^ — 

771  771  771 


(«  +  l)-      .     ,(«  +  1)7:  (/^^-2)2      .        (/î  +  2)7ï  ■■■  (771  y      .        (m—  2)71 

^  '    %\n^- —        '  sin^- ^  1       sin^ 


2  /  2  m 


dont  le  premier,  en  vertu  de  l'équation  (11)  des  Préliminaires,  pourra  être 
l)résenté  sous  la  forme 


I   N 

\ 

I 

«V 

cos-  — 

771 

I         1 

I  -f  -  7  +  - 

4      9 


,    ,     171  .   ^,  .  ,     4 

tandis  que  le  second,  compose  de «  — i  termes,  tous  intérieurs  a  — , 

2  TJl 

restera  compris  entre   les   limites   o   et    —-•    Cela   posé,    l'équation   (29) 
deviendra 

^(i-A)-(h-}  +  -+...-A)mA,-^\  +  ^M(o,i), 
^  V        '"V       V        4       9  «7      (        eos^—  ) 


et  l'on  en  conclura  immédiatement 


(3o)      i^yH !-...+  — =  -ri-^Mi,  cos- —    o-M  o,  I  . 


1        I 

4-^9 


Cette  dernière  formule  subsiste,  quels  que  soient  les  nombres  entiers  /«  et  71, 
pourvu  que  l'on  ait  -th^  71.  En  outre,  il  est  aisé  de  voir  que,  si  l'on  prend 

constamment  pour  -/«  le  plus  petit  des  entiers  supérieurs  à  /*"  {a  désignant 

n     771  ,  , 

un  nombre  compris  entre  i  et  2),  les  rai)ports  — >  —  convergeront  ensemble, 

^  771      71'- 

pour  des  valeurs  croissantes  de  îi,  vers  la  limite  zéro,  et  le  second  membre 

71^ 

de  la  formule  (3o)  vers  la  limite  —  •    Le  premier  membre  devant  avoir  la 
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nièiiic  limite  que  le  second,  il  en  résulte  :   i"  que  la  série 


'1^57 


I        I         1 

4      9      lO 


I 


sera  convergente,  ce  que  l'on  savait  déjà  {voir  le  corollaire  du  théorème  III, 

T.' 

('hap.  VI,  §  II);  2°  que  cette  série  aura  pour  somme  -,-• 

L'équation  (28)  étant  ainsi  démontrée,  on  en  tirera,  en  divisant  ses  deux 
membres  par  f\, 

TC^   I  I  I 

^  "  4  ^  76  "^  36  "^  ■  ■  •  • 
On  aura  par  suite 

-  H r  + 

9       20 


71-  ■K'-   

"6  ~  74"^' 


Cette  nouvelle  formule  s'accorde  avec  l'éciuation  (27),  qu'on  peut  déduire 
directement  de  la  première  fies  équations  (24)  ou  (26). 

Avant  de  terminer  celle  Note,  nous  ferons  remarquer  que,  pour  établii-  les 
huit  formules  (3),  (4),  (5),  (6),  (9),  (10),  (11)  et  (12)  du  Chapitre  VU  (§  V), 
il  suffit  de  démontrer  les  ([uatre  dernières,  et  qu'on  y  parvient  très  prompte- 
ment  en  développant  les  équations  (10)  du  Chapitre  IX  (§  I),  savoir 


(  3 1  )       I  4-  c  cos  B  +  c-  cos  2  (3  +  G^  cos  39  +  . 
(82)  z  sin  Q  ^  z"-  sin  2(9  +  ^^  sin  3  9-4-, 


I  —  z  cav^B 


I  —  "iZ  COSÔ  -H 
:;  sin9 

I  —  2Z  cosB  -+-  Z~^ 


-^       (-S  =~  I,      ^  =+  1), 


(^ 


I,      :;  = 


')• 


Considérons,  par  exemple,  l'équation  (32).  On  en  tirera,  pour  des  valeurs 
numériques  de  z  inférieures  à  l'unité, 

::  sin 9  +-  z'-  sin2Ô  +  z^  sin 3 9  +.  .  .  +  5-"  sin2/<9  -\-  c^''^'  sin(2«  +  1)6/  +  . .  . 
__       I  ;sin9 

"  1  +  ^^ 


iz  cos  6* 

=  sin9[;(i  +  x;^)-'+  iz''  coiB{i  -\'  z'-)-'-  +  ^z^  co%B{i  ^  z'-y 

=  sin 9 rs  —  5' 4-  j'^  + .  .  . ±:  :;2/î+i  z^i,  , , 

H-  COS  0  (  2  z^  —  4  3^  +  .  .  .  —  2  /<  ^-"  ±: .  .  .  ) 

4  ■  6    .  2  /^  (  2  //,  H-  2  ) 


■] 


2.4 

+  cos'=yi  — 
2 


+  cos^9 


p. 4-6    , 
Li.2.3'' 


1.2  '  1.2 

_j_    (  2  /«  —  2  )  2  /«  (  2  /2  -f-  2  ) 
'  1.2.3 
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cl  l'on  liotivcra  par  suite,  en  égalant  entre  eux  les  coellicients  des  puis- 
sances semblables  de  z, 

.,.,,r        ^    (^^  —  2)  2/1(2 /t  -^  9.)     ^ ,       "1 

(33)  ^iw-?. nB-  (—  i)"+'sin9    a/icos^J  —  ^ —-, cos='9  +  .  .  .    , 

(34)  sin(?.// +  1)6  — (— 1)"      sinô    I ^cos-Ô4-...    . 

Si  dans  ces  dernières  forniules  on  remplace  h  \)\\v  z,  et  2/t  ou  2/1  -i-  i  [)ai'  m, 
on  obtiendra  précisément  les  équations  (10)  et  (11)  du  Cbapitre  VII  (§  \  ). 
Les  équations  (9)  et  (12)  du  même  paragrapbe  se  déduiraient,  par  un  calcul 
semblable,  de  la  formule  (3i). 
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NOTE  IX. 


SUR   LES   TRODUITS   COMPOSES    D  UN    NOMBIU:    IXFIM    1)K    FACTEURS. 


Désignons  par 

(1)  «0,        It^,        «2,        ■■■,        lt,n        ■■■ 

une  suite  infinie  de  termes  positifs  ou  négatifs,  dont  chaciin  soil  supérieur  à 
—  I.  Si  les  quantités 

(2)  /(l-+-«o),         ''('  +   "1),         ^(l  +   «2)»         •••»         ^(H-"«),  ••• 

(/  étant  la  caractéristique  des  logarilhmes  népériens),  forment  une  série  con- 
vergente dont  la  somme  soit  égale  à  s,  le  produit 

(3)  (n-  «o)(i  +  "i)(i  +  «2)  •••  (i  +  11,1-1) 

convergera  évidemment,  pour  des  valeurs  croissantes  du  nombre  entier  n, 
vers  une  limite  finie  et  différente  de  zéro,  équivalente  à  e".  Si,  au  contraire, 
la  série  (2)  est  divergente,  le  produit  (3)  cessera  de  converger  vers  une 
limite  finie  différente  de  zéro.  Dans  le  premier  cas,  on  est  convenu  d'indiquer 
lu  limite  du  produit  que  l'on  considère,  en  écrivant  le  produit  de  ses  premiers 
facteurs  suivi  de  .  .  .,  comme  on  le  voit  ici, 

(4)  (1 -+- ;/o)(i-^«i)(i +  «2)  — 

La  môme  notation  [)eul  être  conservée  dans  le  cas  où  cette  limite  s'évanouit. 
Pour  que  la  série  (2)  soit  convergente,  il  est  d'abord  nécessaire  (jue,  le 
nombre  n  venant  à  croître  indéfiniment,  cbacune  des  expressions 

et,  par  suite,  cbacune  des  quantités 
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(lovienne  infiniment  potile.  Celle  condilion  élanl  remi)lie,  comme  on  a  géné- 
ra le  me  ni 

/ytJi  /ytO  -jr*-^ 

(5)  /(l-4-a7):=^ h   —   —  ^+... 

(J7=r—  I,       .r-+l), 

on  trouvera,  pour  des  valeurs  de  n  1res  considérables, 

/(  1  +  II,,)        z=  U„        —  -  hJ,       +    .^  Ul       —...■=  (la       —   -  al        (l  ±1  £„), 

(6)  i  II  , 


=t  £„,  zt  £„+i,  .  .  .  désignant  encore  des  quantités  infiniment  petites;  puis  l'on 
en  conclura,  en  représenlant  par  m  un  nombre  entier  quelconque,  et  par 
I  ±  £  une  moyenne  entre  les  facteurs  i  ±  £„,  i  ±  £,,+-1,  . . . , 

/    l{\-\-  (ln)+  l{l  -+■  «„  +  l)  +  -  ..4-/(1  +  H„  +  m-l) 

(  ~)      < 

rzr  U„~{-  «„+H-.  .  .-+-  «,H-/«~1—  -(",1  +  ««+!  +  •  •  •+  "L/»^i)  (l±  0- 


Concevons  maintenant  que,  dans  la  formule  précédente,  on  fasse  croître  le 
nombre  m  au  delà  de  toute  limite.  Selon  que  cbaque  membre  de  la  formule 
convergera  ou  non  vers  une  limite  fixe,  la  série  (2)  sera  convergente  ou  di- 
vergente. Cela  posé,  l'inspection  seule  du  second  membi-e  suffira  pour  établir 
la  proposition  que  je  vais  énoncer. 

Théorème  I.  —  Si  la  série  (i)  et  la  suivante 

(8)  «/,%      ii\,      ul,      ...,      u;„      .... 

sont  l'une  et  l'autre  convergentes,  la  série  (2)  le  sera  pareillement,  et  par 
suite  le  produit  (3)  convergera,  pour  des  valeurs  croissantes  de  n,  vers  une 
limite  finie  différente  de  zéro.  Mais,  si,  la  série  (i)  étant  convergente,  la 
série  (8)  est  divergente,  le  second  membre  de  la  formule  (7)  ayant  alors  pour 
limite  l'infini  négatif,  le  produit  {"à)  convergera  nécessairement  vers  la  limite 
zéro. 

Corollaire  1.  —  Si  la  série  (2)  élanl  convergente  a  tous  ses  termes  positifs, 
ou  si  elle  demeure  convergente  lors  même  qu'on  réduit  ses  différents  termes 
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à  leurs  valeurs  numériques,  on  sera  évidemmenl  assuré  de  la  convergence 
de  la  série  (8);  el,  en  conséquence,  le  produit  (3)  aura  pour  limite  une  quan- 
tité finie  différente  de  zéro.  C'est  ce  qui  arrivera,  par  exemple,  si  le  m-odiiit 
en  question  se  réduit  à  l'un  des  suivants  : 

('  +  '>  ('  +  ;^.)('  +  r.)  ■■■('  +  ;!' 


(i  +  O    (  "-  ri  I  (  i-t-à 


('^^. 


3-, 

.X^  \    f  X^  \  i  X 


Corollaire  II.  —  Comme  la  série 


I 

7—' 


v/2  \/3  v/4 

est  convergente,  tandis  que  les  carrés  de  ses  différents  termes,  savoir 

III 

2  5  4 

forment  une  série  divergente,  il  résulte  du  théorème  1  que  le  produit 

'■""(-7ï)('"^j)('~v^"ï 

a  zéro  pour  limite. 

Corollaire  III.  —  Le  théorème  I  subsiste  évidemment  dans  le  cas  même  où 
parmi  les  premiers  termes  de  la  série  (i)  quehiucs-uns  deviendraient  infé- 
rieurs à  —I.  Seulement,  lorsqu'on  admet  cette  nouvelle  hypothèse,  on  doit 
remplacer  dans  la  série  (2)  les  logarithmes  des  quantités  négatives  par  les 
logarithmes  de  leurs  valeurs  numériques.  Cela  posé,  il  est  clair  que,  pom- 
des  valeurs  croissantes  de  n,  le  produit 

<— )(-S)(-F)-(-f^ 

convergera,  quel  que  soit  x,  vers  une  limite  finie  différente  de  zéro. 

Corollaire  IV.  —  Toutes  les  fois  que  la  série  (i)  est  convergente,  le  pro- 
duit (3)  converge,  pour  des  valeurs  croissantes  de  n,  vers  une  limite  finie 
qui  peut  se  réduire  à  zéro. 
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Lorsque  la  limite  du  produit  (3)  est  finie,  sans  être  nulle,  on  ne  peut  pas 
toujours  assigner  sa  valeur  exacte.  Dans  le  petit  nombre  de  produits  de  cette 
espèce  auxquels  correspond  une  limite  connue,  on  doit  distinguer  le  suivant 

(9)  (--')(.~-^)(-S'V-('       ■"" 


2  V    V  O-  /  \  Il 


dont  nous  allons  à  présent  nous  occuper. 

Quand,  après  avoir  posé  x:=-,    on  fait  croître  n  indéfiniment,  le  pro- 
duit (9)  converge  vers  une  limite  finie  représentée  par  la  notation 


Pour  déterminer  cette  limite,  il  suffira  de  recourir  à  l'équation  (16)  ou  (18) 
de  la  Note  précédente.  Considérons,  pour  fixer  les  idées,  l'équation  (16).  Si 

l'on  y  écrit  partout  —  au  lieu  de  -:,  on  trouvera,  pour  des  valeurs  paires 
de  m, 


(il)     sin^:=/?zsin  —  cos 


snr  — 
m 


ni         m\  .    ,  "    /  l  .    .  2  7ï  /  \  .    ,  (  «i  —  2  )  7ï 

-  \  sin- 

\  2 1)1 

et,  par  suite  (en  supposant  la  valeur  numérique  de  z  inférieure  à  r,,  et  le 
nombre  m  égal  ou  supérieur  à  2), 


sm'—  \          /          sm-—  \  /  sin-  — 

(12)     / —l\    I M^  M    I +...+  /     I 


T.      ]  \  'XT,    I  \  .«('''  —  2)71 

/«  sin  —  COS —         \  sin^ —  /  \  sin^ — /  \  sin* 

m  m  \  m  /  \  m 


Soient  d'ailleurs  n  un  nombre  entier  inférieur  à  -m,  i  ■+  oc  une  quantité 

2 


moyenne  entre  les  rapports 


sin' 


2  7T 

sin'-  ^— ^ 
m 


"'-I)         '('-À^'  "■ 
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cl  I  -+-  S  Litie  autre  quantité  moyenne  entre  les  expressions 


sin^  —         \  /  sin-  — 


(  /i  4-  2)  U    /  \  (  m  —  2  )  TT 

sin^ /  \  sin^ 

1)1       /  \  2  m 


sin''—        \  /         sjn- —        \  /         sin^ — 

ni         \  /  m 


,(«—1)71  /                        \     .    ,  (/^ -f- 2)TC  /                                    \     .    Jm  —  2)r. 
Sin- /  \  sin- /  \sin-^ 


Le  second  membre  de  l'équation  (12)  sera  évidemment  la  somme  des  deux, 
polynômes 


sur — \  /  sin-—  \  /  sin-  — 

/!  1 "M  -i    I ^  1  +...+  /    1 


7ï/  \  .„27r/  \  .,«71 

Sin- — /  \  sm^ — /  \  sm^  — 

/Il  /  \  /)i  /  \  m 


sin-  —         \  /  sin-  —         \  /  sur  — 


sm 


(  /i  -+-  I  ) 71  /  l  .    ,  ( /i  -H  2 ) TT  /  \  .    ArJi  —  2)r, 

sin"- /  \  sin^^- —/  \  sm^ 

2  m 


dont  le  premier  pourra  être  présenté  sous  la  forme 

[<-s-.)-<-ïJ^)----'('-„?^)](--)- 

tandis  que  le  second  prendra  celle  du  produit 

/{n  +  1)71  Y  f{n-h  2)T:y  f{n~2)T:y 


m  ]         \  \        ni        /  I  \        m         /  i  V       2/?z       ,     ,  ,         ^, 


'  7:  \M(/<  H- I)-    .    ,(/i-hi)7r       («-i-2)'^    .    ,(rt  +  2)7r      ■■■       /m         Y    •   »('"  —  2)7: 


ni  I    \  m  m  \  2  /  2  ni 

que  l'on  peut  réduire  (en  vertu  des  principes  établis  dans  la  Note  précé- 
dente) à 

sin^  — 

(i  +  ê)M  o,  i). 


464  COURS  D'ANALYSE. 

Cela  posé,  l'équalion  (12)  deviendra 


l 


sine 


m  sin  —  cos  — 
m         m 


K'-l) -<-&)-•  • 


(i3) 


Slfl''  — 
2  m  m 


m 


(.  +  6)M(o,i); 


/    I 


n-TT' 


I  -+-  a) 


et  l'on  en  conclura,  en  faisant,  pour  abréger, 


(f^) 


I  -r-  3C 


/?z   I  +  ê 

71  \  '^   I  +  a        7r= 


(1  +  ^), 


puis,  revenant  des  logarithmes  aux  nombres, 


(,5)        I 


2''TU- 


z- 

H'TZ' 


sin 


l+T      ^^'(l  +  Ô)  MiO,  1) 


m  sin  —  cos  — 
m         m, 


Supposons  maintenant  que,  la  valeur  de  n  étant  clioisie  arbitrairement,  on 
prenne  pour  \m  le  nombre  entier  immédiatement  supérieur  à  n''  {a  dési- 
gnant un  nombre  fractionnaire  ou  irrationnel  compris  entre  i  et  2).  Lorsque 

.   ;     n     m  ^  ^ 

la  valeur  de  n  deviendra  très  considérable,  les  quantités  —■>  — :?  a,  o,  y,  0 

seront  infiniment  petites,  le  produit 


sin 


m  sin  —  cos  — 
m         m 


■  z  cos 


différera  très  peu  de  z,  et  par  suite  le  second  membre  de  l'équation  (i5) 
s'approchera  indéfiniment  de  la  limite 


sin:; 


Le  premier  membre  devant  converger  vers  la  même  limite,  on  aura  néces- 
sairement 


(.6) 


S^TiV  ■ 


sin 
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Celle  dernière  formule  se  trouve  ainsi  déinonlrée  dans  le  cas  où  la  valeur 
numérique  de  z  reste  inférieure  à  tt.  Alors  les  quantités  dont  nous  avons  pris 
les  logarithmes  sont  toutes  positives.  Mais  la  démonstration  donnée  suljsiste 
également  pour  des  valeurs  numériques  de  z  supérieures  à  tt,  lorsque  l'on 
convient  de  remplacer  le  logarithme  de  chaque  quantité  négative  parle  loga- 
rithme de  sa  valeur  numérique.  En  conséquence,  l'équation  (i6)  demeure 
vraie,  quelle  que  soit  la  valeur  réelle  attribuée  à  la  variable  z.  On  ne  doit  pas 
même  excepter  le  cas  oiî  l'on  supposerait 

z=±kr., 

k  désignant  un  nombre  entier  quelconque,  puisque,  dans  celte  hypothèse, 
les  deux  membres  de  l'équation  s'évanouiraient  en  même  temps. 

L'équation  (i6),  une  fois  établie,  en  fournira  immédiatement  plusieurs 
autres.  Ainsi,  par  exemple,  on  en  tirera,  pour  des  valeurs  réelles  quel- 
conques des  variables  a-,  y,  z, 

(--=K'-i^)('-iJsï)('-3?^)- 

(17) 


(      ==(-0(-0(-fJ(-^)(-f.) 

et 

sin.r       œ  T.  —  X  -K  -\-  X  iTi  —  X  ir.  +  .T  Stt  —  x  Sti  -h  x 


'-^Tr. 


(i8) 


SI 


Il  y       y  t:  —  y  Ti  ^  y  211  —  f  211 -i- y  '6t:  —  y  '6ti -h  y 


Tï 


Si  dans  l'équation  (17)  on  fait  z=:z  -,  on  trouvera 

7:  I  3  3  5  5  7 

2224466 

et  par  suite  on  obtiendra  le  développement  de  -  en  facteurs,  découvert  par 
le  géomètre  Wallis,  savoir 

.,  7:22446688 

(19)  -  =  -^5^v- 

2        i33oo779 

On  trouverait  de  même,  en  faisant  z  =z  y, 

4 

,       .  TT  1448812121616 

(20)  =:,*^_ 

4        vAI  3  D  7  9  II    i3  10  17 
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Si  dans  l'équation  (i8)  on  pose  à  la  fois 


2 


et         V  =  -> 

^  2 


on  en  conclura 

/ 

(2.) 


COS-  =      I 


t)v-^ 


I  +7 


3:: 


1  —  ^-  1  I  I 


2Z 


On  pourrait  déduire  directement  la  même  formule  de  l'équation  (i5)  ou  (17) 
(Note  précédente),  en  y  remplaçant  z  par  —  >  puis  faisant  converger  le 
nombre  m  vers  la  limite  06.  Observons  enfin  qu'on  tirera  de  l'équation  (16), 
en  y  supposant  la  valeur  numérique  de  z  inférieure  à  t., 


l  l 


sin 


-.  /  . 


+  /    I- 


+  /    1 


3^71^ 


(22) 


T  I 

-   I     I   -t-    —    -h    7TT 

7Î-  V  2-  3- 

l    z'*  (  I  I 


"3  ^r^  ^"^  3« 


Comme  on  a  d'ailleurs,  dans  cette  bypothèse, 


sin:; 


<ii 


/  ^s_in. 


(23) 


/  I 


1.2.3        1.2.3.4.5        1.2.3.4.5.6.7 


i.2.3\         4-5        4-5.6.7 


2  V  I  •  '■^' .  3 

I  /     c^     "^  ^ 

3  177^73 


4.5 
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et,  par  suite  (en  vertu  des  principes  établis  dans  le  Chapitre  VI  et  dans  la 
Note  Vil) 

sin-3  I     23-  I      I  "Tt^  z'*  I      I  9jz^ 

(24)       -—  =  -  5  77^  "  ^  3Ô  1.2.3.4  "34^  1.2.3.4.5.6  ~ •  •  •  ' 

la  comparaison  des  coefficients  des  puissances  semblables  de  z  dans  les  for- 
mules (22)  et  (24)  donnera  les  équations 


(25) 


I          1 

I  +  —  +  ô-^ 

2-        3- 
t          I 

I          I 

2®           3'' 

4- 

I 
I 
I 

I   2  7:'^ 
61.2 

I          2^71* 

71^ 

-    6"' 

3o  1.2.3. 

I                 2» 

4 

^6 

90 

7:« 

42     1.2.3 

.4. 

5 

.6  ""  945' 

dont  la  première  s'accorde  avec  la  formule  (28)  de  la  Note  VIII.  Les  facteurs 

numériques  7;?  -r-'  t-'    •••  Qui  entrent  dans  les  seconds  membres  de  ces 
^         6     3o     42 

équations  sont  ce  qu'on  appelle  les  nombres  de  Bevnoulll.  Ajoutons  que,  si 

l'on  désigne  par  -xm  un  nombre  pair  quelconque,  on  aura  généralement 

I  -L       J_      _!_ 

1      '  "*"    32//I    "*"    52//!    "*"    ^2/«    "+"••• 

^  ]  _  _!__  J_       ,      _2_  I_  /  _î_  _^ 

^^"/        j  —  '  "^   22/«   "^  32/»  "^    f%in  +  •  •  •  2^'»  \     "*"  2^'"   ~^  3^'"   "*"' 

I  i  I 

Dans  ce  qui  précède,  nous  avons  seulement  considéré  des  produits  dont 
tous  les  facteurs  étaient  des  quantités  réelles,  et  des  séries  dont  tous  les 
termes  étaient  réels.  Mais  on  doit  remarquer  :  i"  que,  en  vertu  des  principes 
établis  dans  le  Chapitre  IX  \voir  l'équation  (37)  du  §  II,  et  l'équation  (26) 
du  §  III],  la  formule  (5)  subsiste  dans  le  cas  même  où  la  variable  x  devient 
imaginaire,  pourvu  que  son  module  reste  inférieur  à  l'unité;  2°  que  le  rap- 
port 

sin- z"-  z'* 


1.2.3       1.2.3.4.5 
converge  vers  l'unité  toutes  les  fois  que  la  valeur  réelle  ou  imaginaire  attri- 
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buée  à  la  variable  z  s'approche  indéfiniment  de  zéro;  3°  enfin  que  les  équa- 
tions (i5),  (i6),  (17)  et  (18)  de  la  Note  VIII  subsistent  également  pour  des 
valeurs  réelles  et  pour  des  valeurs  imaginaires  de  z.  En  partant  de  ces 
remarques,  on  parviendra  bientôt  à  reconnaître  comment  on  doit  modifier 
les  propositions  et  les  formules  ci-dessus  démontrées  dans  le  cas  où  les 
expressions 

uç>,    "i,    «2.    ■'-,    ^,   y,    ^ 

deviennent  imaginaires.  Ainsi,  par  exemple,  on  établira  sans  peine,  à  l'aide 
des  formules  (6),  la  proposition  suivante,  analogue  au  corollaire  I  du  théo- 
rème I  : 

Théorème  II.  —  Supposons  que  la  série  (i),  étant  imaginaire,  demeure  con- 
vergente quand  on  réduit  ses  différents  termes  à  leurs  modules  respectifs.  Le 
produit  (3)  convergera  nécessairement,  pour  des  valeurs  croissantes  de  n, 
vers  une  limite  finie  réelle  ou  imaginaire. 

De  plus,  on  prouvera  facilement  que  les  équations  (17)  et  (21)  subsistent, 
lorsqu'on  attribue  à  z  une  valeur  imaginaire  quelconque  u  -+-  v  \J—  i  ;  d'oiî  il 
résuite  :  \°  qu'on  peut  exprimer  par  des  produits  composés  d'un  nombre 
infini  de  facteurs  les  expressions  imaginaires 


/     aV  _x       o-V 


(27) 


l sin  u  4-  y/ —  I 


cosa, 


cos  u  —  \i —  I  ~ sm  w, 


et  les  carrés  de  leurs  modules,  savoir 


Sin2«  +  f- jCOS^/=:^ ^ C0S2W, 


2 
cos-«  -h  I sin' M  = h  cos2«<; 


2"  que  les  expressions 

(29) 


arctang(^^^_^^,,cotaJ, 
arctang(^^~^,,tanga 
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sont  respectivement  égales  aux  deux  sommes 


arctang arctang-- -+- arc  tang 

a  r.  —  u  T.  -h  u 

V  r 

—  arc  tans h  arc  tanj? 


(3o) 


2  7Î  —  a  2  TT  -i-  ff 

2  ('  2V  2  (' 

arclang ■ arc  tans:-— +arctanff 


TC  -\~  2  11  '^  'ir.  —  2U 

2V  2V 

arc  tan^Ts 1-  arc tanir^ h.  . ., 

ÔT^  -\-  2U  07r-t-2W 

augmentées  ou  diminuées  d'un  multiple  de  la  circonférence  2-.  D'autre  part, 
comme  les  expressions  (29)  et  les  sommes  (3o)  sont  des  fonctions  continues 
de  ('  qui  s'évanouissent  toujours  avec  cette  variable,  on  peut  assurer  que  le 
multiple  dont  nous  venons  de  parler  se  réduit  à  zéro. 
Si  l'on  suppose  en  particulier  u  -=^0,  on  trouvera 


(3.) 


2  \  ÎT     /  V  2-T.-J   \  O-T. 

e^^e-"  /         2'-i>^\  f         22('2\   /  2^' 


2  V  TtW   \  ^T?  I   V  5-7: 


On  trouvera  encore,  en  prenant  u=i  y. 

4 


arctang— — — -- :=     arc  lang arctang-^— 


(32) 


-t-  arc  tang  -z arc  lang  — 

JTT  HT. 


el,  en  prenant  a  =  r, 


(33) 


2-t'^\    /             2-v'*\   f  2^v'' 

C0S2  Ç'  =  2  ('"■'  I  H ,-         I  H ,  I  H- 


2  \  7:^    /  \  2*7r'V    \  ^'*'^-'' 

e-^+e-S"                                /         2'*v'*\/         2'u-'*\  /         2'*v'* 
■ i-  COS  2  ('  =  {  l-\ I  -h-  ~ — r         I  -f- 


TI*    /    \  6*T.'  !   \  0*T.' 


Enfin,  si  dans  la  formule  (32)  on  suppose  la  valeur  numérique  de  —  infé- 

T. 

Heure  à  l'unité,  les  deux  membres  de  cette  formule  pourront  être  déve- 
loppés suivant  les  puissances  ascendantes  de  c,  et  la  comparaison  des  coef- 
ficients des  puissances  semblables  dans  les  développements  dont  il  s'agit 
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fournira  les  équations 


I  - 

^^-^5 

I 

+. . 

7 

7r 

J  - 

I              f 

"  3^  "^  5^ 

i 

32  ' 

I  - 

I          I 
"  '3^  "^  5"^ 

I 

_   57:' 
i536 

(34) 


dont  la  première  coïncide  avec  l'équation  (4o)  du  Chapitre  IX  (§  II). 

Concevons  maintenant  que,  après  avoir  divisé  par  v  les  expressions  (29)  01 
les  sommes  (3o),  on  fasse  converger  la  variable  p  vers  la  limite  zéro;  on 
trouvera,  en  passant  aux  limites. 


(35) 


(36) 


1  I  I  I  I 

cot  /(    = 1 — 1 ■ • 

U  71  —  il  T.  -+-  U  1T.  —  U  ITZ  -\-  U 

_    I  /  I  I  I  , 

~  «  ~^"V7:'-«'  ^  2^71'-"'  "^  3^71--  «^  ~^' 

I  I  I  I  I 

lang«  = — V-  ô ô^i ^  ^^= — 

^         T.  Tî  or.  on  071 

u h  «        —  —  u \-  u 

2  2  2  2  2 


=)■-"■  m--  Ci 


\ 


Comme  on  a  d'ailleurs  généralement,  pour  des  valeurs  numériques  de  u  infé- 
rieures à  celles  de  a, 


I   /         u^\-'        I         u'        M' 

_i ==  —  +  —  +  --. 

a^\         a-  J  a-        a*        a^ 


on  tirera  des  formules  (35)  et  (36),  en  supposant  la  valeur  numérique  de  u 


])lus  petite  que  -> 


(37) 


I  2«    /  I  1  I 

u  T.-     \  2^  3^  4 


^('+^  +  3i  +  4; 


2  U'  /  I  t  I 

7l«    V     ^   2«  3«  4" 


•■) 


NOTE  IX. 


li 


(38; 


2  •*  «  /  I  I  I 

lan^u  =       — o-  1  1  -t-  ô5  +  Fi  +  ^ 


1" ir  I  I  1 

r:*    \  3*  0'  7* 

l"'  II''   f  T  I  I 

Tï''     \  3*^  d'^  y'' 


Par  suite  on  aura,  en  vertu  des  équations  (25)  et  (26), 

I  I     2^«  r  •?.'*  U^  I  9.^11'' 


(39)  cot«    = 


u       61.2        3o  1 . 2 . 3 , 


i2   1 .  2.3.4  .5  .<) 


(4o) 


lang«=  h('^-— ') 


2*  ?/'' 

1.2   ■  3o^^'~"'^  77:7734 


I  2«/r' 

42  I .2.3.4.5.6 


Si  l'on  ajoute  ces  dernières,  après  y  avoir  remplacé  u  par  {u,  on  ojjtiondra  le 
développement  en  série  de 


co{\u  +  tang|w 


et  l'on  en  conclura 


cosi«       sinl/< 


3in{«        cos|^«       siii{«cos|;< 


2  cosec«, 


(40 


coséc  «  =;  — h  -7(2  —  1) h  13-  (  2^  —  I  ) 


1.2        3o 


1.2.3.4 
2  //* 


"^42^^''      '^"1.2.3.4.5.6 


T  -H 


Nous  ne  nous  arrêterons  pas  davantage  sur  les  conséquences  qui  dérivent 
de  la  formule  (17).  On  peut  consulter  sur  cet  objet  l'excellent  Ouvrage 
d'Euler,  (pii  a  pour  titre  Introductio  in  Analysin  infinitorum . 
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